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NOCIONES. PRELIMINARES OSOBRE | EL “TRANSITO. DE 
“CLA VARITMETICA AL ALGEBRA, Y EXPLICACIÓN 
: “ÍDE' LOS SIGNOS 'ALGEBRAICOS. 


iS 


“Y En. CIAT de” La 'fésriones qq! ¡hémos -pro- 
puesto en el Tratado elemental de Aritmética (SS. 154 
y siguientes ) se puede ya haber-notado que para resol- 
verlas teníamos que' averiguar primeramente qué 'ope- 
raciones , “de las: quatro fundamentales; ¿debíamos exe- 
cutar “con los números conocidos; para que resultasen 
los. desconocidos que buscábamos; “y quando ya había- 
mos descubierto que una cierta y determinada serie de 
aquellas operaciones nos habia de conducir: seguramente 
á nuestro objeto , lo"único que nos restaba era efectuar- 
las, y-las efectuábamos “conforme 4 'las' reglas:que para 
esto habíamos “anteriormente establecido. A esto'se re- 
duce en suma ¡la completa solucion de'qualquier pro- 
blema: pero lo mas digito de advertirse es que en aque- 
Ma: primera averiguación, que sin duda'es la parte mas 
principal, y la única que puede ofrecer dificultades, pres: 
cindimos enteramente de todo sistema de numeracion; y 
aun de los valores particulares de los: números dados; 
pues dependiendo solo del modo con que en la propues- 
ta sé nos presentan enlazados: con los números conocidos 
los incógnitos , ó lo que es lo mismo, de las mutuas re- 


laciones de aquellos y estos, en todos casos ha de resul- 
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NN tar únicamente del desarrollo, por Acció así, de las 

h| conseqiiencias que envuelva la misma propuesta, y en 
q esto no tienen el menor-influxo-los valores particulares i 
! de los números dados, ni ménos el sistema adoptado pa= 
| ra la numeracion. Mientras no sean muy complicadas 
aquellas relaciones; podrá,no «echarse: de: venlo, embara» 
zosos: y poco .adequados: que:.son:los :idiomas «vulgares p: 
para desenvolver .los « razonamientos «que «hayamos de 
formar en este género de investigaciones; ni será ex» | 
MN traño que no se conozca la necesidad de otro_idioma 

0] mas. sencilla, : y; de, ¡consighienteshmas. ¿ás propósito para 

| hacernos perceptible la, mutua conexion de, todas:-las 

8 : partes de nuestros; discursos; ;y. para. que así: podamos 

, | discurrir, con mayor rápidez: y. seguridad sobre estas mas 

terias. Pero axin sininecesidad.de suponer. que sean«muy. 
complicados. los problemas 'queyintentemos resolver ; po») 
dremos convencernos de lo mucho que la: sencillez del ¡ 
IM idioma, de que: hagamos, usó, debe: facilitar; da solucion | 
AAN de ellos, en haciéndonos, cargo: de:que: la principal ¡difi,, 
0 cultad -está :reducida 4 desenvolver: y, expresar. de un 
modo- conveniente: 'las «yelaciones,que: con arreglo. á la 
! hi propuesta tengan' las cantidades incógnitas entre sí y con 
| 


las conocidas, y á traducir ó. transformar «de tal: manera | 
11 aquellas primeras expresiones, que por una serie no: i= |: 
| Ñ terrumpida: de proposiciones equivalentes lleguemos; úl+ 
M timamente á dar con inma concebida; en estos términos; 
l La cantidad desconocida es igual á la suma, ó á la 
AN diferencia, Ó al. producto, ó al quociente de tales ó ta- 
l les cantidades conocidas. 3! 
lg A fin de disipar qualquiera dh que puedan 
po todavía dexar estas nociones. generales, propongámo- 
p nos, por exemplo, resolver la giiestion siguiente : 


am 
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0 Distribuir un número dado, “qualquiera que:sea, 
en dos partes tales que la yiia Ueve dá la otra uncex: 
ceso tambien dado, sea el:que firere. 

: «“Dratando: primetaménté sde averiguar qué! opera» 
ciones deberémos executar con las dos cantidades: que 
suponemos conocidas, para? hallar! lascotras dos desdono- 
cidas, observarémos que de:la propuesta se infieren in= 
mediatamente estas. dos consegiiencias: primera, la para 
te mayores igual ála suma dela menor y del exceso 
dado : segunda ; la: parte mayor sumada con. la. menor 
esigual*al húmero que intentamos: distribuir. ' Así: ha- 
bremos puesto en claro las' relaciones que la propuesta 
envuelve de los números incógnitos entre sí y con los 
conocidos ;- y-en'segnida formarémos este; razonamiento. 

Una vez que la primera consegitencia::de- la pro= 
puesta nos viene á decir que esta expresion la suma de 
la parte menor y del exceso dado es equivalente á esto- 
tra la parte mayor;"si sustituimos áquella expresion 
enlugar de: esta, la segunda conseqiientiacse. transfor- 
mará en la que sigue+la súma de la parte menor y del 
exceso dado, sumada de nuevo con la misma parte me- 
nor, es igual al número que intentamos distribuir. Y 
como la suma de la :parte:menor y del exceso dado :su- 
mada de nuevo con la misma Parte: menor;:es equivas 
lente: 4 el doble: de la parte menor sumado con el exce. 


so dado, haciendo: esta nueva sustitucion: se transfor: 


mará la: misma segunda conseqiiencia en estotra : el: dos 
ble dela" parte menor , sumado con. el exceso dado, es. 
tgual-al número-que: intentamos distribuir. Y <equiva» 
liendo 'esto: 4: decir que ebvexceso dado: y:el:doble de la 
Parte menor componen el número que intentamos distri- 
buir, se infiere fácilmente que st de este número se quita 


4 TRATADO ¡ELEMENTAL 

el exceso dados el residuo:será: el doble.de:la: parte me- 
nor; y Je consiguiente «sí. de, este, residuo. se. toma la, 
mitad, esta será la parte menor «Quando .ya esté cor, 
nocida la: parte, menor, lg,añadirémos. el. exceso dado, y 
resultará la :mayor., sl nos shMexs 2oímbiodab esnol: 
- ¿Por manera. que, sin 'necesidad del haber. determina-. 
do los valores de los dos núnieros ¡que:en la «propuesta 
de la giiestion se suponen conocidos y podemos ya, ¡mis 
rarla, como «resuelta , potque: ya hemos: llegado, ¿4 «des»: 
cubrir. qué operaciones debemos executar con:ellos, sean, 
los que fueren, para: hallar los otros. dos: números: des-, 
conocidos; y como «bien se dexa ver', lo que despues de 
esto falta para completar la. solucion es «la materialidad, 
de efectuar aquellas operaciones, 'que-es: lo, único: -para, 
lo qual! es indispensable «determinar aquellos «yalores. 

Si, por exemplo, fuere, veinte: el número que nos, 
propongamos repartir , * y seís el exceso que una de. 
las dos partes ha. de. llevar á la, otra; ya sabemos que 
restando: sefs de ¡veinte, y tomando del. residuo ,14-, 
torce la mitad ¿esta mitad «siete. será la parte menor; y: 
agregando á esta el exceso seis, la. suma trece será la, 
parte. mayor. en Y 
2 «Aunque sean muy. sencillos el problema propues- 
to y :el-razonamiento que hemos hecho: para: resol vérlo;: 
bien pueden habernos «dado 4 conocer que:en todos los 
demas, y con especialidad en los mas: complicados, ten”. 
dremos que repetir con demasiada fregiiencia las expre» 


!] 


«siones: agregando á, restando de , multiplicando Ó: divi, 


dicrñido por, con. las quales«enunciamos «las: operaciones 
indicadas por'las relaciones. que la propuesta de la ques- 
tion puede establecer entre: las cantidades incógnitas y 
conocidas. No:es pues difícil echar de ver que se sim- 
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plificatán notablemente las: proposiciones, y adquirirá mas 
yor:claridad el razonamiento, sl.en lugar de aquellas ex- 
presiones sustituimos ciertos signos que indiquen las mis- 
mas operaciones y por: cuyo medio se representen los 
resultados de: ellas. | | 

De ahí es que para indicar la adidion y y en vez de 
la expresion suimado:con:ó agregado á se hace uso del 
signo. -+,.que se lee mas; por manera que la combina- 
cion 8 + 7, que se lee ocho:mas, siete ' quiere «decir: 
8: sumado: con 7 y y representa el resultado de la adicion 
de 8 y 7,Ó0en una palabra la: suma 15. 

Para indicar la sustracción se emplea el signo —, 
que se lee. ménos, :antepuesto al «sustraendo; de modo 
que: la «combinacion:9:— $, que se ¡lée mueve ménos 
cinco , quiere decir : que de:9 se ha: de restar $, y re- 
presenta el residuo que debe resultar én habiendo qui- 
tado g de 9; esto €s, 4 4. 

Para indicar la multiplicación de un número por 
otro se coloca entre los factoresel signo x Ó un punto, 
que equivale 4 multiplicado por; y así la combinacion 
6x5,6 6.5, se lee: seis multiplicado por cinco, y re- 
presenta el producto 30 de esta multiplicación. 

Para indicar que un número se ha de dividir por 
otro se coloca el primero sobre el segundo, tirando en- 
tre los dos una pequeña línea horizontal, Ó se pone el 
divisor á la derecha del dividendo con dos puntos en- 
trelos dos. Así que => Ó 12 :.4, se lee doce dividi- 
do por quatro; y representa el quociente 3 que ha de 
resultar de aquella division. 

Ademas de estos signos adoptados para: indicar las 
quatro operaciones fundamentales de la Aritmética y 
representar los resultados de ellas aun antes que esten 
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determinados, se ha elegido el signo-= para sustituirlo 
en lugar de la expresion es ¿gual:ó que 4 cada mo- 
mento tenemos que repetir en el razonamiento que for= 
mamos para resolver qualquier problema. De modo que 
la combinacion 8 — $ = “7, que se lee ocho ménos 
cinco es igual á doce dividido por quatro, quiere decir 
que el residuo que debe resultar en habiendo quitado g 
de 8, es igual al quociente que ha de resultar en ha- 
biendo dividido1 2 por gw. 00 9 2u0p 00 
-A-toda expresion semejante 4 la última que acaba- 
mos de proponer, y que:nos indicala: igualdad de: los 
resultados de varias operaciones, ó: la de otras dos can-. 
tidades qualesquiera , se le da el nombre de equacion, 
No: tiene «duda que son ya“muy considerables -las 
abreviaciones que'con el auxilio. de: tales signos conse= 
guimos; pero todavía se echan menos algunos otros que 
nos eximan de la necesidad de hacer uso: de: otras varias 
expresiones , Como. el número que intentamos repartir, el 
exceso dado, la parte mayor, la Parte menor; y otras 
semejantes que nos vemos precisados á repetir continua» 
mente, y que haciendo demasiado difusas las proposi- 
ciones, no nos dexan percibir con toda la claridad nece- 
saria el enlace de unas con: otras,: y nos hacen perder el 
hilo del discurso. Para evitar el uso de todas las expré- 
siones que indicasen números conocidos ó dados, se ocur- 
rió desde luego el arbitrio de representar á todos estos 
con las mismas cifras ó guarismos de que nos hemos 
servido en la Aritmética; pero no siendo posible valer» 
nos del mismo medio para representar los números desá 
conocidos, fue necesario para esto elegir algunos otros 
signos convencionales que han variado con el tiempo, 
Al cabo se ha venido á establecer por general y uná- 


a: A 
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nime consentimiento, no: solo que para este efecto se 
Empleen: letras del abecedario , sino tambien que por lo 
comun. se prefieran las últimas! á todas las demas. Por 
esta razon hemos hecho en la Aritmética uso de una x 
para representar el quarto término de qualquiera pro» 
porcion en todos los casos en que solo ¡conocíamos los 
otros tres. 

Con el objeto de manifestar hasta qué punto se sim- 
plificó y facilitó con el auxilio de los signos hasta aquí 
adoptados la: solucion de los problemas: tratemos de ré- 
solver de nuevo el que nos hemos: propuesto en el pár-= 
ráfo anterior, á saber; : 

Distribuir el número 20 en dos partes tales, que 
la.una lleve 6: de exceso á la otra. 

Proponiéndonos, como antes; hallar primeramente el 
valor de la parte menor, la representarémos por eya 
conseqúencia la parte mayor vendrá á estar bien repre. 
sentada. por la combinacion x+ 6.; la suma de las dos 
partes lo estará por a=+-x-+6; y la segunda consegijen- 
cid que; inmediatamente deduximos de la propuesta de 
la giiestion', resultará expresada con mucha sencillez y 
claridad en estos términos: 

rx 20; 

y como la suma de dos cantidades ¡iguales equivalga al 
doble.de una de ellas, poniendo 2 1 en lugar de 2-+x; 
ó del doble de x,-se transformará aquella equacion en 
estotra aun mas sencilla; 

22+*6=20; 

y como esta íltima expresion nos esté indicando que :es 
necesario sumar Ó con 2 7 para que resulten 20, se in» 
fiere fácilmente de ella que 

“qgr=20=6; 
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mE 6 loque es lo mismo, 21=143 
| ' | y de consiguiente una 7, que es la mitad de 2.1, será 
be igual á la mitad de 14, lo qual se expresa de este modo: 
¡ PTE a BES 20 =%*=7. 
A Es, pues, la parte menor 7, y la mayor 13, Como an- 
ol tes hemos hallado, rel cobos | 
! dl | Si ahora comparamos con el razonamiento que aca- 
E bamos de hacer, el que primeramente hicimos en idio- 
ma vulgar , no hallarémos á primera vista: otra diferen= 
| cia sino la de haber: traducido 4 este otro:idioma todas 
A aquellas proposiciones; pero en llegando á: cotejar los 
resultados de ambos razonamientos, echarémos de ver sin 
l | la menor dificultad que quando en el primero descubri- 
| Ú mos que la parte menor era igual á la mitad de la: día 
/ dl ferencia de los dos números dados, esta expresion nos 
0 daba á entender qué operaciones debíamos executar con | 
| ' los números conocidos, qualesquiera que fuesen, para | 
E que resultase el desconocido que nos proponíamos has | 
4 llar; y así habíamos descubierto una regla general para | 
| 


ar.” 


doc 


resolver, sin necesidad de repetir el razonamiento, todos 
a los casos: particulares comprehendidos en la question ge- | 
ON neral. Pero quando por medio de los signos que hasta ? 
Ñ " aquí hemos adoptado, hemos hallado que -=7, esta | 
Ad expresion no nos da idea alguna del cómo se deduciria | 
i UNE inmediatamenté de los dos números dados el que nos y 
ANN proponíamos conocer; y de consiguiente el saber que en | 
| ll el caso particular en que sean 6 y 20 los números cono= 

NL! cidos, son 7 y 13 los otros dos que buscábamos, de na- 

A rl» da puede servirnos para resolyer los innumerables casos ] 
1 semejantes que con solo variar los dos números conoci- 
UN dos pueden ocurrir. 
xd Esta ventaja que el primer razonamiento lleva al 


Yi DE“ ALGEBRA; 9 
segundo ;; Ó:por mejor decir, la que un modo de enun- 
ciar el misimo razónamiento tiene sobre el otro, proviene 
de que no habiendo determinado en el primero losva- 
lores «particulares de, los. números conocidos, ó lo que 
viene á ser lo. mismo; habiendo prescindido de aquellos 
valores, y habiéndolos designado con denominaciones 
generales, quales son: el número que intentamos distri- 
buir y elexceso dado, :1o pudieron menos de pasar de 
una proposicion á otra:sin.alteracion «alguna, y aparecer 
sin ella en el resultado ó consegiiencia final; en lugar 
de'que habiendo determinado en el segundo. los . valores 
particulares de los números dados , y habiéndolos repre- 
sentado con las cifras usnales de la Aritmética, hemos 
podido executar, y en efecto hemos executado con ellos 
todas las operaciones que en el progreso del discurso se. 
han ofrecido: estas operaciones han hecho desaparecer 
los números primitivos, y de ahí es que quando se nos 
presenta:solo el resultado final ==7, no nos es posible 
descubrir en él vestigio alguno que nos indique entre 
las innumerables combinaciones de operaciones aritméti- 
cas, que executadas con los dos números 6 y 20 pue- 
den dar. por resultado final el número 7., quál precisa- 
mente haya sido la que en el caso presente nos ha con- 
ducido 4'este resultado. | 

3 Luego que se trató de precaver este inconve- 
niente,.se- vió que el mejor medio de conseguirlo era 
designar. los «números conocidos: con. ciertos. caractéres 
que no teniendo:por:sí.valor alguno particular, pudiesen 
representarlos con tanta indeterminacion como las ex- 
presiones generales de que hemos hecho uso en nues- 
tro primer razomamiento;. para: que no pudiéndose de 


este modo efectuar con ellos operacion alguna aritmé- 
TOMO 11, B 
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tica que los hiciese desaparecer, pasasen sin” altéracion 
alguna desde- la. primera proposicion hasta el- resultado 
ó conseqúencia final. Entre innumerables caractéres que 
pudieron haberse imaginado para el intento, ningunos 
parecieron mas adequados que: las mismas: letras del: abe- 
cedario, las quales «hansvenido de-éste modo: á ser los 
símbolos destinados 4: representar tanto: los. números co- 
nocidos como los incógnitos;, sin otra diferencia que la 
de emplearse por lo:comun,'segun ya hemos dicho, las 
últimas para estos ,'y todas>las restantes: para aquellos. 
De unas y de otras tiene el calculador facultad de ele- 
gir las que guseel para representar todos los números 
conocidos é incóguitos de que:haga mencion la propues- 
ta del problema, con tal: que al: tiempo de hacer la; 
eleccion designe la letra que ha determinado sustituir á 
cada número. Volvamos 4'resolver con este nuevo au» 
xilio el mismo problema. 


Distribuir un. número conocido en pe? partes cl 
que la:una lleve á la otra un exceso: dadoo. a nun .29D 


Una vez que está á nuestro arbitrio elegir: de'las 
primeras letras del abecedario las que queramos para 
representar los números conocidos , y de las últimas pa- 
ra los incógnitos, designarémos :por “a el número que 


- intentemos repartir; por bel exceso dado; “y designan- 


do como antes: por w la parte menor desconocida, la 

parte mayor podrá representarse por la combinacion -+b, 

sin necesidad de emplear: para ello otra nueva letra. 
Así la:suma de las dos partes estará bien represen- 

tada por la combinacion r-+x=w+*b;3 y la segunda con- 

seqijencia que deduximos ($. 1) de la propuesta de la 

giiestion, estará bien expresada de este modo: 

ar+b—= a; 
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6 de estotro'equivalente: 2.:=-b=4. 
Y viendo el esta última expresion-que la: cantidad 4 se 
compone'de:las dos partes b y 2.1, es facil inferir que 
toy Ran 22 =a-=b; 
y de consiguiente la mitad de 2 15 és decir, una a será 
igual 4 la mitad dela cantidad representada por la com- 
binacion 4—=bh3 lo qual se expresará de este modo: 
ó lo que es equivalente: 
rl, 

Si ahora traducimos al lenguage vulgar qualquiera 
de estas dos últimas expresiones, y señaladamente la 
penúltima, sustituyendo en Jugar de las letras y signos . 
que entran en ellas las denominaciones de las cantidades 
y operaciones representadas por' aquellos símbolos, re- 
sultará por* conseqúencia: final la+ misma regla general 
que por el primer razonamiento hallamos; 4 saber: lg 
parte menor es igual £ la mitad de la diferencia de los 
dos números dados; lo qual'es lo mismo que decir: para 
hallar la parte menor se! ha. de restar del número que 
nos propongamos repartir“el exceso dado; y se ha de to- 
mar la mitad del residno. 

La última expresion que hemos hallado 4=“.— 2 


e. PS 


2 2) 


traducida del:mismo modo, quiere decir, que para de- 
terminar la misma parte menor. hemos de tomar la mi- 
tad”, así.del número que-105 propongamos repartir; co» 
mo: del exceso dado; y despues hemos de restar de la mi- 
tad de aquel la de este. Aquí vemos invertido el órden 
de las opetaciones ; pero teniendo presente la regla es- 
tablecida enla: Aritmética para restar un quebrado de 


otro, nose podrá dudar de que por esta inversion no 
debe variar el resultado. 


. 
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Diximos ($. 1) que en habiendo: determinado, el 
valor de la- parte.menor, leagregariamos el, exceso: da- 
do, y resultaría la mayor; y de consiguieñte!si. la parte 
menor está representada por-$ —2., la mayor deberá 
representarse por += 2 4 bp; Em: estaexpresion se 'nos 
dice que de:-2- hemos,de' quitar primerámento la. mitad 
de b,.y agregar despues una h entera; que equivale á 
dos mitades de b; y como quitar una y añadir dos se 
seduce en suma 4 añadir una,: lasexpresion Let b 


quedará reducida á 2 42 ¿la qual, segun la regla pa- 
sa sumar quebrados; equivale 4 2. Qbalquiera de 
estas dos últimas expresiones nos suministra, una regla 
general para deducir inmediatamente de los dos núme- 
ros dados'el valor de: la parte mayor, sin necesidad de 
tener anteriormente conocido el. de: la menor. En efecto, 
la penúltima expresión traducida: nos viene Á decir que 
para determinar .el wálor de. la: parte mayor debemos 
sumar la mitad del exceso dado. con.la del número. que 
mos propongamos repartit > y la última: nos dice que'ob- 
tendremos el: mismo resultado «sumando el. exceso: dado 
con el número que nos propongamos repartir, y tomando 
de esta suma la mitadaoi soy soborazo ponlo sd 
- Despues de esto para completar la. solucion” de 
qualquiera de los casos particulares que pueden: com+ 
rehenderse baxo la misma «qiiestion: general, solo falta 
la materialidad de efectuar con los: números particulares 
que se nos den, las operaciones que estan meramente ín- 
dicadas en las expresiones finales que: hemos:hallado. - 
Hemos, pues, conseguido. completamente el objeto 
que nos habíamos propuesto de hallar un lenguage mu= 
cho mas sencillo que el vulgar, y..con cuyo. auxilio no 
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solo pudiésemos seguircon mayor rapidez y seguridad 
el razonamiento: necesario para resolver qualquier pro- 
blema, sino que tambien lográsemos que la conseqiien- 
cia: final resultase expresada con la generalidad de que 
fuese susceptible, y se limitase 4 indicarnos la serie de 
operaciones: que debíamos executat con las cantidades 
conocidas para determinar-las incógnitas. - 

Este lenguage simbólico en que así las cantidades 
conocidas como las incógnitas que entran en qualquier 
problema estan representadas por caractéres , Á los qua- 
les no está. asignado ningun valor particular, y en que 
las operaciones que deben executarse con ellas, estan 
meramente indicadas por signos convencionales que á 
este efecto se han elegido, es lo que hablando con toda 
probidad se llama Algebra. ? 

4 En el problema que hemos résuelto en los pár- 
Er anteriores, nos hemos siempre propuesto determi- 
nar primeramente el valor de la parte menor, porque 
conociamos que por medio de este era muy fácil infe- 
rir.el de la mayor. Para que se vea que del mismo mo- 
do pudimos determinar primeramente el valor dela 
parte mayor, y de este deducir despues el de la: menor, 
representemos por z la parte mayor, y suponiendo que, 
como antes, 4 represente el número que intentamos re- 
partir, y bh el exceso dado, la parte menor resultará 
bien: representada por la combinacion 2=b porque es 
bien claro que en quitando de la parte mayor el exceso 
dado, el residuo debe ser igual á la menor. La suma 
de las dos partes vendrá á estar representada por 2==2—b, 
ó lo: que es lo mismo, por 2:2—b; y como, segun la; 
Propuesta dela question, la:suma:de las dos partes debe, 
ser.igual al número que intentemos. repartir, «tendremos 
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esta equacion : 22-ba. 

Exáminándola atentamente se ve que 2 2 es un minuen- 

do; b un sustraendo, y a el residuo: y como todo mi- 

nuendo es igual 4 la suma del sustraendo y residuo, será 
2 2=4-+b; ( 

y tomando la mitad de:22, y de la suma que le es 


a+rb 


igual, resultará ===, 


ó lo que es lo mismo, ¿=4=+-2%; 


expresiones que traducidas al lenguage vulgar vienen 4 
ser las mismas reglas generales que ya antes hallamos 
para deducir inmediatamente de los dos números dados 
el valor de la parte mayor. Conocida esta, será fácil in- 
ferir el de la menor; en lo qual no creemos necesario 
detenernos mas. ] 

Lo expuesto hasta aquí nos da suficientemente idea 
de la absoluta é ¡limitada facultad que tiene qualquiera 
que se proponga resolver una question, de elegir la letra 
que se le antoje para representar cada una de las can- 


- tidades. conocidas é incógnitas de quese: haga: men= 


cion enla propuesta; bien que en habiendo elegido en 
uso de esta facultad una letra qualquiera para represen- 
tar una de aquellas cantidades, tendrá que elegir otra 
qualquiera letra. de las restantes para representar otra 
cantidad distinta, y habrá forzosamente de conservar á 
cada letra desde el principio del razonamiento hasta la 
conclusion de él la misma representacion que al tiempo 
de comenzarlo le haya atribuido. 

Tambien podemos ya haber notado que quando la 
propuesta del problema nos dé 4 conocer alguna rela- 
cion que tengan entre: sí las cantidades incógnitas, no 


- será necesario representar 4. cada una de estás con una 
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letra distinta, sino que en habiendo representado qual- 
quiera de ellas con la letra que hayamos tenido á bien 
escoger, podremos designar todas las demas incógnitas 
por combinaciones de las letras que anteriormente ha- 
yamos elegido. Así es que quando: en el problema que 
hemos resuelto nos proponíamos determinar primeramen- 
te la parte menor, y á conseqiiencia la designábamos 
Por %, no representábamos la parte mayor por otra nue- 
va letra; sino por la combinacion 1+b; y quando nos 
proponíamos hallar primeramente la parte mayor, y la 
representábamos por z, no designábamos la parte menor 
con otra letra distinta sino con la combinacion 2 — b; 
porque la propuesta de la question nos daba 4 conocer 
que la' parte mayor llevaba á la: menor él exceso p. 

Es muy importante tener entendido que una misma 
relacion entre varios números conocidos é incógnitos se 
puede enunciar de muchos y muy diferentes modos ; 
como" la: solucion de qualquier problema dependa solo 
de aquella relacion'y no del modo de enunciarla, siem- 
pre que las propuestas de dos ó mas qilestiones no se 
diferencien mas que en el modo de expresar una misma 
relacion, se podrá aplicar 4 todas la solucion que se ha- 
ya dado 4 qualquiera de ellas. 

Si, por exemplo , nos propusiésemos ahora hallar 
dos números, cuya suma y cuya diferencia ester conoci- 
das , podríamos fácilmente echar de ve 
dades conocidas é incógnitas que entran en esta qiies- 
tion, tienen entre“sí la misma relacion que las de la 


giiestion que antes” hemos resuelto; bien que esté enun- 
clada de un modo muy diferente; 


r que las canti= 


porque el número 


que nos proponíamos antes repartir era la suma de las 
dos partes desconocidas; y el exceso dado era la diferen- 


| 
| 
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1! cia de ellas, Podemos, pues, aplicar á la nueva ques-. 
MN tion la solucion que para la anterior hemos hallado, sin 
del otra alteracion que la de expresar las cantidades conoci= 


Á 


das con las voces de que se hace uso en la nueva pro-: 


Ñ al : dados. | | 

li Con el objeto de fixar las ideas atribuirémos 'pri-; 
meramente á los tres números conocidos valores párticu» 
| lares y determinados, suponiendo que el «número que 
10M vamos árepartir sea doscientos y treinta; que. elcexceso; 
de la parte mayor sobre la mediana sea sesenta; y el, 
Al ' de la mediana sobre la menor sea quarenta. 

' Ahora bien, si proponiéndonos hallar primeramente 
e! la parte menor-la designamos por x, la parte mediana, 
10 que segun la propuesta debe tener quarent2 mas que 
119 la menor, estará bien representada por la combinacion 
NA «+ 405 y la mayor, que ha de tener sesenta. mas que 
A la mediana, estará bien representada por la combinacion 
| "Ni | a+40+60. Y como las tres partes juntas han de 
A componer todo el número doscientos y treinta que in- 
| tentamos repartir, estará bien expresada esta condicion. 


en estos términos: Ú | y nok | 


a | 
' 3 Ñ' 
| : 
in puesta. Así que diremos; > 2000 | 
| Ñ El menor de los dos números incógnitos es igual á | 
Hi la mitad de la suma menos la mitad de la diferencia  - | 
j IAN ! : 0 / 
' Al que se nos dan conocidas. EE $ 
1d ' Y el mayor es igual á la mitad de la suma mas la | 
| UN mitad de la diferencia, | | 
1 5  Propongámonos ya. otra giiestion que, aunque A 
O: . y de . ¡ 
' q análoga á la anterior , es un poco mas complicada : 
| | ¡ Distribuir un número dado en tres partes desígua- 
E Ñ 447 | . Y 
Ñ Í | les, tales que el exceso. de la mayor: sobre la mediana y: 
il Ñ 1 el de esta sobre la menor sean tambien dos NÚmeEros ' 
| | 
| 
' 
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CR Ro +r+40+60=230. 
Poniendo 3 wen lugar de. v+x=w+x, y 140 €n lugar 
de 40:=40-*=,60.,:aquella expresion Ó equacion:que= 
dará reducida: á: estotra:mucho «mas sencilla : 
3 1+140—2305 

la qual nos éstá dando á entender que 230 se compone 
de 140 y de la cantidad representada por 3z. De 
consiguiente si de 230:se resta 140, el residuo habrá 
de ser lacantidad representada por 31, 1lo qual se ex- 
presará: de este modo: 31=230— 140; 
ó lo que es lo mismo, 317=90. 
Si, pues, 3 x.es igual á go, una 7, que es la tercera 
parte de.3 w,:será forzosamente igual á la tercera, parte 


de 90; y de consiguiente tendremos estas nuevas equa- 
ciones 3; | r=%; 


g? 

43 == 30. 
Sabiendo ya que la parte menor que buscábamos es 3.05 
agregándole 40 resultará que 70, es la parte media- 
na; y agregando á esta 60 , vendremos en conocimien- 
to de que 130 esla parte. mayor. 

6: Aunque fuesen otros muy distintos los tres nú- 
meros dados en la propuesta, habríamos de seguir en 
la resolucion del problema el mismo rumbo que acaba- 
mos de trazar en-el párrafo. anterior ;.pero mientras de- 
signemos las cantidades conocidas con guarismos , que; 
como ya se sabe, representan valores particulares yy de- 
terminados, 4 la menor variacion que padezca qualquiera 
de los números dados, tendremos que formar de nuevo 
todo el razonamiento, y executar todas las operaciones, 
por cuyo medio hemos descubierto que en el caso par- 
ticular «propuesto era 30 la parte menorz porque no 


habiendo.quedado en. este resultado 'final vestigio algu» 
TOMO II, 
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no del influxo: que en-la formacion de:él ha-tenido cada 
uno de los números dados, .no podemos ver en él' cosa 


alguna. que nos dé 4 conocer la serie de: operaciones que - 


se han executado:con los tres números 230,40: y 60, 
y que efectuadas con'otros “tres qualesquiera , nos hayan 
de conducir directamente al resultado final que 4 cada 
caso particular corresponda. 

- Adfin, pues, «de conseguir una solucion general , ab- 
cintia independiente de los valores particulares de 
los tres números dados, y que solo nos haga ver la se- 
rie de operaciones.que se han de efectuar con ellos, sean 
los que fueren, ¡para que resulte el valor de la i Incóg- 
nitaz designarémos por a el número que nos proponga- 
mos repattir, por: “bel exceso que la parte mediana: ha- 
ya de llevar á la menor, y por £ el que la mayor deba 
lleyar á la mediana. Suponiendo que nos propongamos 
como'antes determinar primeramente la: parte menor, y 
que lá hayamos representado “por w, la parte mediana 
estará bien representada por la combinacion 2 +», y la 
mayor por x-+b-=0c. Y como el conjunto: delas “tres 
partes ha de ser igual al "número que tratemos de dis- 
tribuir, resultará bien expresada esta condicion en estos 
términos! 

airrrbrr+beca. 
Sustituyendo 3.»'én vez de »+2a=+x*w, y 2) en lugar 
de b+b, quedará reducida aquella expresion á estotra 
mas sencilla: 04 900 coto 

0 32D a; 
en la qual se nos dice que el número 4 que intentamos 
repartir equivale al conjunto de las tres cantidades re- 

presentadas por 37, 2b y c; y de consiguiente si del 
número a quitamos 'las dos cantidades 2» y e, el residuo 
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deberá ser 3 12; lo qual expresaremos de este modo: 

| 31r=4=2b-0c; 
de donde deducirémos fácilmente que una x, tercera 
parte de 3 1, es igual á la tercera parte del residuo re- 
presentado por la combinacion 4—2b=c5 cuya igual: 


dad. expresarémos así: 1 A 
En esta expresion del resultado final de nuestro razona» 
miento debemos notar que ño habiéndose asignado va- 
lor alguno particular á los símbolos 4, b.,:0 que represen» 
tan las tres. cantidades conocidas que:entran en la giies: 
tion; no es posible que: resulte: valor algurio particular 
y determinado «para el símbolo + que al principio ¿he- 
mos elegido para representar la menor de las tres can» 
tidades incógnitas: Lo único que esta expresion final nos 
indica es la serie de operaciones. que para. determinar el 
valor de aquella incógnita deberémos efectuar con:las 
tres cantidades conocidas quando á cada una de estas se 
le haya asignado un valor particular. 

En efecto, si-traducimos al lenguage vulgar la ex- 


3 ALL PALOS $: di He ; 
presion 1=-———, sustituyendo en lugar de las lo: 
tras las denominaciones generales de las: cantidades re- 
presentadas por ellas, y enunciando las operaciones in- 
dicadas «por los. signos, resultará la siguiente regla gene: 
ral: La» menor de las tres partes. desconocidas se:ha- 
lará restando del número que intentemos repartir, el 
doble del exceso que la parte mediana debe llevar á la 
menor , y ademas el exceso.que la mayor debe llevar á la 
mediana , y tomando la tercera parte del residuo. 
A, todas las expresiones algebráicas semejantes á la: 
que acabamos de traducir ó descifrar , las quales, segun 
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hemos hecho ver, no son otra cosa que unas meras in- 
dicaciones de la serie de operaciones que se deben exe- 
cutar con las cantidades conocidas para hallar las desco- 
nocidas, y de consiguiente vienen á ser unas reglas ge- 
nerales escritas en lenguage simbólico , se las llama por 
esta razon fórmulas. * 

Si despues de hallada la fórmula queremos resolver 
qualquiera de los innumerables casos particulares com- 
prehendidos en la misma qiiestion general, solo nos res- 
tará efectuar. por medio de: las reglas dela: Aritmética 
las:operaciones que la fórmula nos prescribe. Así enel 
caso particular que antes: nos hemos propuesto restare- 
mos de 230 el doble de 40, y ademas 60, ó lo que 
es lo mismo 80 y.60,ó en una palabra 140; y:to- 
mando del residuo: go la: tercera parte, vendremos en 
conocimiento de: ee 30 es sola parte menor Ed buscá- 
bamos: ) ¿ 

Si:el número que nos propusiésemos repartir fuese 
520, y el exceso de la parte mediana sobre la menor 
50,:y el de la «mayor sobre la mediana 120, restaría- 
mos de $20 el doble de ¿o y ademas 120; es decir, 
100 y 120, ó en una palabra 220; y tomando del re- 
siduo 300 la tercera parte; hallaríamos que la menor: 
de: las tres desconocidas era too. «Agregando ahora á 
esta el exceso go, resultaria la mediana 1 503: y por 
último, añadiendo á. esta el otro:exceso. 120 y. resúltaria: 
la mayor 270.: Así que las tres partes que: se. nos: pe- 
dian del número $20 son: 

100, 150,270, 

las quales sobre tener la particulaí desigualdad que se: 
requeria, juntas componer: el número que nos proponía- 


mos repartir, 
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Parece inútil advertir que así como hemos determi- 
nado primeramente el- valor de la parte menor, pudimos 
habernos propuesto determinar en primer lugarel va- 
lor de la mediana ó el de la mayor, y que de consi- 
guiente pudimos hallar fórmulas para deducir inmedia- 
tamente de los tres números dados: el valor de qualquie- 
ra de los:incógnitos, sin necesidad de tener anteriormen- 
te conocido ninguno de los otros dos. 

Sin embargo de que la última qúestion general es 
algo mas complicada que la primera, no ofrece todavía 
gran dificultad el resolverla sin mas auxilio que el len- 
guage vulgar. Así la hemos resuelto en la página si- 
guiente, colocando á continuación de cada una delas pro- 
posiciones del razonamiento su traduccion en caractéres 
ó símbolos algebráicos , para que el cotejo que,de este 
modo puede fácilmente hacerse de las dos soluciones, 
ponga mas en claro qué cosa sea el Algebra; quánta 
deba ser su utilidad, y qué circunstancias pueden haber 
contribuido á su invencion. * 


1 Si porque hemos dado á conocer el Algebra resolviendo con 
su auxílio problemas aritméticos ó relativos 4 números, la Hamáse- 
mos, como ha solido hacerse, Aritmética universal, limitaríamos 
demasiado la idea que debemos formarnos de ella: Los símbolos de 
que el Algebra se vale son por su indeterminacion igualmenté aptos 
para "expresar las relaciones de las varias y diferentes formas de la 
extension: que las relacionesde los números; y así tenemos enel Al- 
gebra un lenguage tan 4 propósito para resolver los problemas geo- 
métricos como los aritméticos, Y puesto que no puede pertenecer á 
las Matemáticas cosa alguna que no sea número ó extension, Ó que 
no pueda representarse por la extension y de consiguiente por los 
números el Algebra viene 4 ser el idioma universal de todas las Ma- 
temáticas puras y mixtas. de pA 
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7 Los signos que hemos dado-4' conocer ($. 2.) 
como destinados: indicar las operaciones aritméticas y 
representar sus resultados, no son los únicos de que se 
hace uso enel Algebra..Mas adelante veremos que nue- 
vas consideraciones han hecho introducir algunos otros, 


y ya se puede haber notado que hemos indicado la mul- 


tiplicacion de la cantidad x por dos y por tres, y la de 
la cantidad h por dos con solo colocar los guarismos que 
representan 4 los multiplicadores, 4 la izquierda de las 
letras x yb sin interposición de signo alguno. Lo mis- 
mo harémos en todos los casos semejantes que ocurran 
en lo sucesivo; por manera que los guarismos colocados 
inmediatamente 4 la izquierda de las letras, indicarán 
que las cantidades representadas por estas estan multipli- 
cadas por los números que aquellos representan. Así que 
54, 77, 92 Étc. equivaldrán á g veces la cantidad a, 
7 veces la cantidad x, 9 veces la cantidad 2 8c.; y 
del mismo modo %x Ó 22 representarán las tres quartas 
partes de la cantidad designada por », las quales equi- 
valen, como ya se sabe, á una sola quarta parte de la 
cantidad designada por 313 las expresiones 22, 7% re- 
presentarán las siete novenas «partes de la cantidad de- 
signada por 2, Ó lo que es lo mismo, una novena parte 
de'la:cantidad designada por:7.2 , y así de las demas. 
En general indicarémos::la: multiplicación de unas 
cantidades. por 'otras ,y. representarémos los productos 
de ellas: con solo «poner» los: factores:inmiediatamenteá 
continuacionsunos de-otros sin interposicion de signo al- 
guno, á no ser que sea absolutamente necesario para evi- 
tar confusion. De modo que las expresiones 2%, be, 


- MZ Kc. serán equivalentes á estotras axxw, hxc, mxz 


(XC.5 pero esta supresion del signo de la' multiplicación 


A A 


A o A us cm A 
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no deberá tener lugar en el caso en que los factoressean 
números representados por guarismos; pues sí por exem- 
plo en lugar de la combinacion 3x5 6 3 -:$ que re- 
presenta al quince , escribiésemos, suprimiendo el signo, 
35, esta combinacion no podria ya representar al quin» 
ce sin quebrantar la ley fundamental de nuestro sistema 
de numeracion. 

| De las equaciones. 5) 

8 Si exáminamos con alguna atencion lo que he- 
mos practicado ($$. 3 y 6) para resolver con el auxi- 
lio de este lenguage simbólico las dos qgiiestiones que 
hasta ahora nos hemos propuesto, echarémos de ver que 
en primer lugar con los caractéres y signos algebráicos 
hémos:representado: las cantidades conocidas é incógni- 
tas y los resultados de las operaciones indicadas por las 
relaciones que entre aquellas cantidades establecia la 
propuesta, ó como suele decirse, por las condiciones 
del problemas todo con el objeto de venir 4 formar una 
equacion que expresa ó implícitamente se hallaba entre 
las condiciones de la misma propuesta , y en la qual en- 
traban la cantidad incógnita y todas las conocidas. Así he- 
mos establecido ($. 3.) que 27 +b=45 y ($. 6 ) que 


Pr ab=c=A4. 


En segundo lugar hemos deducido de esta equacion ' 


primitiva: y fundamental una serie de consegiijencias Ó 
nuevas equaciones,: las qnales nos han hecho. descubrir 
que la:incógnita era igual al conjunto de las cantidades 
conocidas ; enlazadas , por: decirlo así, entre sí por me=- 
dio de operaciones que enla Aritmética hemos ya apren- 
dido 4 efectuar con ellas. Así hemos descubierto ($. 3.) 


ERA cima € 


3 


que ==, y (5: 6) que == 


> 
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De estas dos partes que acabamos de hacer notar 

_ enla solucion de los problemas propuestos, y que se 
podrán igualmente observar 'en la de todos los demas 4 
que pueda aplicarse el Algebra, la primera, que tiene 
por objeto traducir al lengnage simbólico las condicio» 
nes de la qitestion , Ó como suele decirse, poner el pro= 
blema en equacion, no puede sujetarse á reglas fixas é 
invariables, que observadas con exáctitud nos conduz- 
can seguramente al intento. Lo único que sobre este 
particular podemos decir es que por punto general de- 
bemos hacernos completamente cargo de todas las con- 
diciones que explícita ó implícitamente contenga la pro- 
puesta ; desenvolver las relaciones que las cantidades 
desconocidas tengan entre sí y con las conocidas; y fa- 
miliarizarnos muchísimo con el lenguage algebráico para 
poder expresar en este lenguage aquellas relaciones y 
condiciones, entre las quales se ha de hallar forzosamente 
la equacion que nos proponemos formar. 

En habiendo formado la equacion fundamental hay 
métodos generales y seguros para deducir de ella la 
.conseqiiencia final ó fórmula que nos indique la serie 
de operaciones que debemos executar con las cantidades 
conocidas para determinar el valor de la incógnita; á lo 
qual se reduce la segunda parte de la solucion. Pero 
antes de explicar estos métodos creemos conveniente dar 
á conocer algunas denominaciones de que se hace fre- 
giiente uso en este tratado. 

El conjunto de todas las cantidades que en una 
equacion qualquiera estan colocadas á un mismo lado 
del signo =, se llama miembro de la eguacion. Así que 
toda equacion está formada de dos miembros ; el que 


está 4 la izquierda del signo de igualdad se llama el 
TOMO 11. 


A A A A 


D 


O 
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primer miembro , y el que se halla á la derecha del mis- 
mo signo el segundo. En la equacion por: exemplo 2% 
+»—a la combinacion 21 +b es el primer miembro, 
y a el segundo. Cada una de las varias partes de cada 
miembro, que estan separadas unas de otras con los 
signos += Ó—,-se lama término 5) por “manera que el 
primer miembro de la equacion anterior tiene dos tét- 
minos, y uno solo el segundo. En la equacion ¿x= 7 
—8 x= 12 cada miembro tiene dos términos; 4% y 7 
son los del primer miembro; 8x y 12 son los del se. 
gundo. Los términos que 4 su izquierda no tengan sig- 
no alguno de adicion ó sustraccion, ó que tengan el sig= 
no +, se llamarán aditivos, y los que tengan á su 12- 
quierda el signo —, sustractimos. * Así de los quatro 
términos que entran en la última equacion, los tres pri= 
meros son aditivos, y solo el último es sustractivo. 
Deducir de la equacion fundamental de un problema 
la consegiiencia final ó fórmula, en la qual se halle la in- 
- cógnita sola en un miembro, por lo comun en el prime- 
ro, y en el otro todas las cantidades conocidas, es lo que 
sé llama despejar la incógnita ó resolver la equacion. > 
Como las diversas qiiestiones que pueden ocurrir 
nos deban conducir 4 equaciones mas ó menos compli= 
cadas, ha parecido conveniente dividirlas en varias cla- 
ses ó grados. Las mas sencillas de todas son las que se 


x No hacemos por ahora uso de las denominaciones de positivos 
y negativos, porque los signos + y — en su primitiva institucion 
no indicáron otra cosa que las dos operaciones adicion y sustracción; 
y de consiguiente los términos á los quales esten antepuestos, no fue- 
ron considerados sino como sumandos y sustraendos. Mas adelante 
veremos cómo vinieron los mismos signos 4 tener una nueva repre- 
sentacion conservando siempre la primitiva. 
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llaman del primer grado, en las quales ninguna incóg- 
nita está multiplicada por otra incógnita ni por sí mís. 
ma; y de las equaciones del primer grado las mas sen- 
cillas son las que solo: contienen una incógnitas por cu- 
ya razon vamos en primer lugar 4 tratar de estas. 


De la resolucion de las equaciones del primer grado 
que tienen una sola incógnita. 


9 Resolver una equacion es, segun hemos dicho, 
deducir de ella otra que en uno de sus miembros no 
tenga ninguna cantidad mas que la incógnita, y que en 
el otro:no tenga mas. cantidades que las conocidas, com- 
binadas entre sí por medio de operaciones que ya sepas 
mos efectuar. De esto se sigue que para reducir á este 
estado qualquiera equacion propuesta, es necesario se= 
parar de la incógnita todas las cantidades conecidas, con 
las quales se nos presente combinada en el primero ó en 
el segundo miembro ó en entrambos. Ahora bien, de tres 
modos puede la incógnita, segun lo que hasta aquí hemos 
visto, presentársenos mezclada con cantidades conocidas, 

1. Por adicion y sustraccion, como en las equaciones: 

+5£T0 — 1; 
Ra=b=x. 

2.2 Por adicion, sustracción y' multiplicación, como 

en estas: 
71=É£=I12+4 0%; 
ar=b=cu=dr. 

3." Por 'adicion, sustraccion , multiplicación y divi- 

sion, como en estotras: 
4 SONES + gy 


ar Ko 
a dle 
hb £ 
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10 - Para conseguir, como. nos proponemos, que la 
incógnita quede enteramente despejada ó desembaraza- 
da de las adiciones y sustracciones por cuyo medio pue- 
de hallarse combinada concantidades conocidas, se de- 
ben en primer lugar reunir en un solo miembro de la 
equacion todos los términos en que se halle la incógni- 
ta, y al mismo tiempo reunir en el otro miembro todos 
los términos que solo contengan cantidades conocidas; 
para lo qual es necesario saber trasponer ó trasladar de 
un miembro á otro un término qualquiera sin que dexe 

de subsistir la igualdad de los dos nuevos miembros. 
En la equacion, por exemplo, 71—$=12+4% 
es necesario antes de todo trasponer del segundo miem- 
bro al primero el término 4.7, y del primero al segun- 
do el término conocido 5. Para esto conviene observar 
que con solo borrar Ó suprimir el término aditivo 41 
que se halla en el segundo miembro, se le quita á este 
la cantidad representada por aquel término; y de consi- 
guiente para que despues de hecha esta sustraccion se 
conserve la igualdad de los dos miembros, es indispen» 
sable quitar la misma cantidad al primero. Esto, sino se 
efectua, se indica por lo menos escribiendo — 4 7, con 
lo qual el primer miembro vendrá á ser 7%—$—4%5 
y la equacion propuesta se habrá transformado en estotra: 
75-412. ces 
Si ahora borramos en el primer miembro el término 5 
y el signo que le acompaña, suprimimos ó dexamos de 
hacer una. sustracción de g unidades, y de consiguiente 
el resultado que representa la nueva combinacion 7 2 
4 x debe contener 5 unidades mas que el representado 
por la anterior combinacion 712—$—4%, equivalente 
471—41—$. Suprimir pues del primer miembro el 


. y 
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término sustractivo 5 equivale á agregar á aquel miem- 
bro cínco unidades; por cuya razon para que despues 
de hecha aquella supresion'subsista la igualdad de ambos 
miembros, es necesario agregar al segundo otras tan- 
tas unidades, ó lo que equivale á lo mismo, escribir 
en él +5. Así tendremos esta nueva equacion:; 

704112 +80 
Efectuando ahora la sustraccion que aparece indi- 
cada en el primer miembro, y la adicion que está indi- 
cada en el segundo, se reducirá la última equacion á 
esta mucho mas sencilla : 


a 

Estos razonamientos, que se pueden fácilmente apli- 
car á qualesquiera otros exemplos,:nos hacen ver que 
borrando ó suprimiendo de un miembro dé una equa- 
cion un término aditivo y que de consiguiente contrí- 
buía al aumento del resultado de aquella combinacion 
de términos, es necesario para que despues de hecha 
aquella supresion subsista la igualdad, quitar la misma 
cantidad del otro miembro , ó loque equivale 4 lo mis- 
mo, escribir en este.otro miembro con el signo — el tér- 
mino suprimido que antes tenia el signo + ó estaba 
sin signo algunos: y por el contrario, siempre que su- 
primamos de un miembro un término sustractivo::y que 
de consiguiente contribuía á disminuir el resultado: de 
la combinacion en que se hallaba, tendremos que agre- 
gar igual cantidad al otro miembro, ó lo que es: equi- 
valente, escribir en este otro miembro con el signo + 
el término suprimido, para que así se restablezca la 
igualdad que la supresion habia alterado. Podremos 
pues establecer la siguiente 

Regla general: Para trasponer de un miembro de 
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una equacion al otro un término qualquiera, se le debe 
borrar ó suprimir del miembro en que primeramente se 
halle, y escribirlo en el otro miembro con signo contrario 
al que antes tenía, j 

1D Por medio de esta co potlrémos en «quantos 
casos ocurran semejantes á los propuestos reunir, como 
es necesario, en un solo miembro de la equacion todos 
los términos que contengan la incógnita, y en el otro 
todos los que no la contengan. Quando hayamos efec- 
:tuado esta trasposicion, podremos considerar á toda la 
combinacion de términos en que se halle la incógnita, 
como un producto que se puede descomponer en dos 
factores, uno de los quales sea la misma incógnita, y el 
otro una ó mas cantidades conocidas. 

El modo de hacer esta descomposicion se Que in- 
mediatamente en todas las equaciones numéricas, * y se- 
ñaladamente en las que no contienen fracciones; porque 
en esta especie. de equaciones todos los términos en que 
se halla» la incógnita se reducen finalmenteá uno solo, 
Si, por exemplo, despues de executada: la trasposicion 
de términos tuviésemos esta equacion: 

10 L+71=2= 28 +72; 
efectuando las adiciones y. sustracciones que estan in» 
dicadas en los dos miembros , se transformaria en estotra 
mucho'mas sencilla: 
Lalo. 

Ahora bien, 15 w es un producto cuyos factores son y 
y 155 y como la :equacion nos está indicando que aquel 
producto equivale 4 30, es fácil ver que nos hallamos 
en el caso de tener conocido un producto y uno de sus 


1 Así se llaman todas las equaciones, en las quales no hay mas 
letra que la que representa la cantidad incógnita. 
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factores, «y buscar el otro factor. Dividirémos pues el 
producto conocido 30 por el factor conocido 15; y el 
quociente será el factor incógnito. Así que, 

A 

Lo mismo puede executarse en todas las equaciones /i- 
terales * semejantes á estas lo: 

| .ax=bc, 
porque inmediatamente se ve que 4x representa un 
producto cuyos factores son x y 45 y equivaliendo ax 
á la cantidad conocida bc, se determinará el factor in- 
cógnito dividiendo el valor del producto por el factor 
conocido. Será pues 


Si despues de hecha la trasposicion de términos tuviese 
la equacion esta, forma: OOIDEGPS 1 

la ar+ba=cd—ef, 
notaríamos que la combinacion de. términos del primer 
miembro representa la suma de dos productos que tie- 
nen el factor comun 23 y: como'la suma de dos ó mas 
productos que tienen un factor comun. es igual á un solo 
producto, cuyos factores son el mismo factor comun y la 
suma de los demas factores que no sor comunes, 2 la 


H 


1 Así se llaman las equaciones;, en las quales no solo lá cantidad 
incógnita sino tambien las conocidas estan representadas por letras. 

2 Sobre este principio está fundada la regla de la multiplicacion 
Aritmética. Quando nos proponemos, por exemplo , multiplicar el 
número quarenta y siete por nueve, multiplicamos siete por nueve, y 
quarenta por mueve, y sumamos los dos productos parciales, porque 
stamos bien convencidos de que esta suma de los dos productos, 
Cuyo factor comun es nueve, equivale 4-un solo producto, cuyos fac- 
tores son el mismo 9 y la suma 47 de los otros dos factores: 
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combinacion 4x+bx equivaldrá al producto de la :x 
multiplicada por 4-+»b3 y de consiguiente, con arreglo 
4 lo que hemos practicado en el caso anterior, será: 
cd —e, 
: $ E : 

Para expresar en el lenguage algebráico que la combi= 
nacion 4x+b x equivale al producto de la x multipli- 
cada por la suma 4+b, se representa este producto de 
este modo: x(4+b>), encerrando dentro de un parén- 
tesis la suma de todos los factores que no sean comunes, 
y. colocando inmediatamente á la izquierda ó á:la dere- 
cha del paréntesis el factor comun. Así se dice que ax 
+bx, y z(a+b) ó (a+b)x son tres expresiones 
equivalentes. Por la misma razon lo son tambien esto= 
tras: amsebm+om3m (a+b=+c); (a+b+0)m. 

Si la equacion fuese ax—ba=cd=ef, tendria- 
mos presente que la combinacion de términos del pri- 
mer miembro representa la diferencia de dos productos 
que tienen un factor comun; y como la diferencia de 
dos productos qualesquiera que tengan un factor comun 
es equivalente dun: solo producto, cuyos factores som 
el mismo factor comun y la diferencia delos que no lo 
sean; en lugar de la combinacion 4x—bxw podremos 
sustituir la expresion (a—b >), con la qual se repre- 
senta aquel producto. Será pues: 

r(a—bl=cd—ef; 


y de consiguiente n= ——. 


Sila equacion propuesta fuere 4x7 + bx —cx=de + fe, 
podremos considerar al primer miembro como equiva- 
lente 4 un solo producto, cuyos factores son la x y la 
combinacion 4-+b-—c de cantidades conocidas, Este pro» 


ASS 2. 
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ducto se. representará por la expresion: 2(4+b=0), y 
la equacion propuesta tomará esta forma: 
a(arb=c)=de+fg5 
y de esta se deducirá que. 


de +f9. 


y 201 atb=o«: 81 
«Estos razonamientos, que se pueden fácilmente apli- 
car á.todos los, demas exemplos semejantes, nos hacen 
Ver que despues de haber reunido en un solo miembro de 
la equacion todos los términos en que se halle la incógnt- 
14, y en. el otro miembro todos los demas términos que no 
la contengan, podremos siempre considerar á. la combi- 
nacion de los primeros como equivalente á. un solo pro- 
ducto, cuyos factores son la misma incógnita y el cono 
junto de todos sus multiplicadores combinados con los mis- 
mos signos que en la equacion- les esten antepuestos. A 
conseqiencia de esto hallarémos el valor de la incógniz 
ta, esto. es, el de uno de los factores dividiendo el miem- 
bro enteramente conocido, y que representa el valor del 


. producto, por-aquel conjunto de multiplicadores, que es 


el otro factor. ná Es ( 
Segun esta regla la equacion ax —3 1, =b equival- 


drá á estotra 2(24—3)=b; y de esta se deducirá que 
8 RS 


oa + 


| a darte NEO 
La equacion 42++=0C=d equivaldrá 4 (a+ 1) 
=0—d,' porque la cantidad x,:Úsotra qualquiera que 
se halle sola en un término , se. puede considerar, co” 
mo el producto de la -misma cantidad multiplicada 
por 1. Ademas de. queen lá cantidad representada por 
la combinacion 4% + está contenida la x una vez mas 


que en el producto 413 si pues én este producto está 
TOMO 11, E 


— AAA 
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la x multiplicada por a4,.en la combinacion 4x+=xw lo 
estará por 4+.1, y de consiguiente: se >) deducirá de- la 
equacion propuesta que j 
ed 
AL, 

12  Biense dexa ver'que:si todos los términos de 
una equacion fueren exáctamente divisibles por una mis- 
ma cantidad ó tuvieren-un factor común, se' les! podrá 
dividir por aquella cantidad, ó suprimir el factor co- 
mun en todos ellos, PS esta supresion equivale á di- 
vidir por:un mismo número todas las partes dedos can=- 
tidades que por suposición son iguales entre sí. 

Supongamos por exemplo la equacion: 

6abr—ogbed= 12bd+154bc; 
y en «ella advertirémos en primer lugar que los quatro. 
números 6, y, '12 y :1:5'son todos exáctamente divisis 
bles por 3. Tomando pues la tercera parte de todos los 
términos que entran en la equacion, se transformará en 
estotraz > 2abr—=3bcd=4bdx=w:g abs. 

En segundo Jugar observarémos que la letra ) se 
halla en todos los términos combinada con otras por 
multiplicacior, “y de consiguiente ' es un factor comun 
de todos ellos. La podemos pues suprimir enteramente 
sin alterar por eso la igualdad de los dos nuevos miem- 
bros; y asi resultará: E 

ERE 2an=3 0d=4d3+>$40. 

> Aliado ahora 4. esta última “equacion las reglas 
presets ($$. To y: rr) deducirémos estas otras: 

: 2ar=4di=gac+3cd; 

a 24=4d)= ire Load 


A 


Mos En poca da 


 ia—242d 


A 
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formarán en estas fracciones Impropi 
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0:13 Aunque todas las reglas hasta aquí establecidas 
se puedan aplicar inmediatamente aun 4 las equaciones 
cuyos términos. tengan divisores Ó denominadores siem- 
pre que ninguno de estos sea la mism 
mucho'mas sencillo reducir previament 
dos los términos 4 quebrados que:tengan un mismo de. 
hominador, para poder despues suprimir enteramente 
este denominador ó divisor: comun. Esta supresion no 
debe alterar la igualdad de: los dos miembros, porque 
CAritm. $. $7 ) equivale 4 multiplicar por un 
número todas las partes de dos cantidades iguales 

Sea por exemplo la equacion numérica: :: 


2 Incógnita , es 
e en tal caso to- 


mismo 


(2% a x 
A E A 
3 5 yq 


y como ya sabemos reducir los quebrados 
denominador, y los enteros 4 quebrados d 
denominacion dada, podrémos fácilmente tr 
dos los términos de la:equacion propúest 
que tengan un mismo denominador. 
Comenzando por reducir las tres fracciones 


2 40 
e a 


3 5 
las transformarémos en estotras : ' | 
5XZAL1V  BGAZA4G RRA 
A a ra 
Pasando despues 4 convertir los 
quebrados que tengan el denominad 
tado por la combinacion de factores 


á un comun 
e qualquiera 
ansformar to- 
a en quebrados 


sr 
907408 


enteros 4 y 12 en 
or"comun represen» 
$x7x3 se trans- 
as: 
IA7AX34" 575 
EXP RG | 
Ones que de las dos trans- 


Y «sustituyendo las cinco fracai 
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formaciones han resultado, en lugar de los cinco térmi- 
- nos de la equacion , resultará expresada de este modo: 
gen uy0g74 O Jan SGU DPS TEN 

pora regaicl gap apro 95. Puga qua. 71 
Suprimiendo ahora'de todos los términos el denomi- 
nador comun, se reducirá la equacion á esta : 
BX7X20H5X7%3X 4 3X 7% 41 + gx 7x gxI 23 x gx 5% 
la qual viene á ser estotra:: boy roba 
yo 420=840+ 12607525 

y á esta última ya es fácil aplicar las reglas anteriormen- 
te prescritas ($$. 10 y 11 ). Así que trasponiendo ten- 
dremos:  .70r=750%—841= 1260 —420; 
y efectuando las adiciones y sustracciones indicadas en 
los dos miembros de esta equacion quedará reducida á 

esta: > pol 61x=840; 

de la qual se infiere: =%2= 13%: 
 Reflexionando sobre lo que hemos practicado para 
- transformar-la equacion propuesta 

fa + 4 a ise + 12 da , 
; 03 5 7 

en estotra: or +420=842+1260—78%, 

en la qual han desaparecido las fracciones sin haberse al- 
terado la igualdad de los dos miembros; vemos que to» 
do está reducido. 4. haber multiplicado. el numerador de 

cada fraccion por el producto de los denominadores de 
todas: las otras ;:y á multiplicar los enteros por el pro- 
ducto de. todos los:denominadores. 'o-2obsid 
Esto, mismo.se puede executar en qualquiera otra 
equacion numérica, 'y-aun en las literales , sin mas dife- 
rencia que la de:meramente indicar en estas las multipli- 
caciones, que por ser los denominadores números parti- 
culares y determinados podemos efectuar envaquellas. 


E OR AAA ERES ESO $q(EOR€¿EIKITIIAnAeie mA 
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Sea, por exemplo, la equacion literal: 
rr pe 
y haciendo lo. mismo que hemos executado. en la mu- 
mérica anterior, la transformarémos en estotra:: 

ehxar—behxc=bhxde+bexfes > 

resultado que puede escribirse.con:niayor: sencillez, po» 
niendo con arreglo al convenio adoptado ($. 7 )'todas 


las letras que sean factores de un mismo'próducto á con- 


tinuacion unas de otras sin interposicion de signo algu=- 
no , y aun si se quiere, colocándolas segun el:órden que 
guardan en: el alfabeto, «porque'así es:mas” facil enun- 
ciarlas.' Tendremos pues2icin ol 230000 ol oy en! > 
achx —bceh = bdha + befg.: q 

De esta equacion se deducen ($$. 10 y: 11) estotras: 
| aehx — bdhx = befg —bceh; > DHISIN 
las x (ach=—:bdh >) =befg > bcehgs"Cora un 

LO j 11 hefg e bcehs DOG :93-9 : 91 


— aeh bal" 66 2051 
14 Estas reglas son suficientes para resolver las 


equaciones del. primer. grado que tengan: una sola in- 


cógnita, y conseguir; que esta quede enteramente :des- 
pejada de todas las cantidades conocidas, con las quales 
pueda estar combinada en la equacion primitiva, que 
inmediatamente se deduce de la propuesta del problema; 
y aunque para formar esta equacion fundamental ó. po- 
ner el problema en equacion no pueda establecerse, co- 
mo ya hemos dicho ($. 8), regla alguna general; pue: 
de en su defecto sernos muy útil la siguiente, que apli- 
cada con inteligencia no dexará de conducirnos al objeto 
que nos proponemos: 


Represéntense por guarismos ó mas bien por letras 


AR 


E e E E 


HER 
A 


is ici A 
ye ee 
a 


E 
A 


AE 
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todas las cantidades conocidas ó.dadas que:entren en la 
qiestion , y por una. letras la incógnita; y hágase el mis- 
mo razonamiento, é Indiquense con el auxilio de los sig- 
nos. algebrátios: las mismas operaciones que sel deberian 
efectuar en el caso en que: suponiendo 'conotido el: valor 
de la incógnita tratásemos-solo de comprobarlo, ó de 
averiguar sitenia:todas las condiciones que la propuesta 
vÉéquiere. $) OBSIGOHA Qinawnoy Ls ol lyis so) obreia 
nos Ya:se dexa entender que: no es posible hacer! un 
uso acertado «de esta regla sin haber ante todas cosas des: 
envuelto. todas las relaciones que la propuesta de la 
question: establezca entre la incógnita y las: cantidades 
conocidas, Ó lo que es lo mismo, sin haber previamente 
puesto en claro: qué: operaciones nos prescribe explícita 
implícitamente la misma propuesta ; y en esto cabal- 
mente consiste toda-la dificultad de poner en equacion 
un problema. Con'tódo/ para hacer ver el mucho par- 


tido que se puede sacar dela regla anterior, la aplica- 


rémos á algunos exemplos. + 

0 1:9 Distribuir un número dado a en: tres partes 

desiguales y que tengam entre sí lasomismas razones que 

los números, tambien dados MD poc 
Teniendo ya representadas por letras las quatro can- 

tidades conocidas que entran en la giiestion , represénta- 

rémos por la letra 4 ú otra qualquiera de las últimas 


- del abecedario qualquiera de-las tres partes desconoci- 


das. Sea, por exemplo , la primera de las tres; y para 
que se vea que ya no es necesario representar por nue- 
vas letras las otras dos partes restantes, harémos el si. 
guiente razonamiento : 

Si conociéramos la primera parte que buscamos, for» 
maríamos para hallar la segunda esta proporcion: 


-Con esto habrémos cons 
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voman 2x3 la segunda: partes 
porque la propuesta nos prescribe.qué la primera «parté: 
debe ser á:la segunda como la cantidad: conocida mm es 4 
la cantidad tambien conocida:7. Estará pues bien repres: 


nv : 
sentada la segunda parte por + SXpresion del quarto 


término de :aquella proporcion en la!iqual'se: suponen. 
conocidos los otros. tres. 90000000 
Del mismo modo: pará hallar lavparte restante for- 
maríamos estotra proporcion; 
m:p::3x:wla parte terceras 
porque la: propuesta nos: prescribe que la primera parte 
debe ser 4:la tercera como m'es á p 5 y de consiguiente 


la última parte estará bien representada por E, expre- 


sion del quarto término de la: última proporción, en' la 
qual se suponen conocidos los “otros tres: e 

Ahora bien, si suponiendo conocidas las tres partes, 
y sabiendo que ya guardan entre sí la proporcionalidad 
expresamente prescrita enla propuesta, quisiéramos cer- 
ciorarnos de si estaban ó no bien: determinados los valo- 
res de todas ellas, las sumaríamos con el fin de averi- 
guar si la suma era igual al número que nos propone- 
mos repartir , porque así lo exige, bien que 'implícitas 
nl misma: propuesta. Fendrémos pues: estavequa- 
CIÓN: 004 2 5%3- 100 iio um sb:rd w bs! 


“¿11 3£ 3 


ga E ph o 
mo om 


eguido , como nos proponíamos, 
Poner en equacion el problema; y lo único que nos res- 
tará hacer será despejar la incógnita, valiérdoños 'para 
ello de las reglas prescritas ($811 y 13) vé 91, pa 
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Por de contado no será necesario trasponer término 
alguno , porque se hallan con separacion en un solo miem- 
bro todosilos términos que contienen la incógnitas y:co- 
mo. los dos términos fraccionários tienen un mismo de- 
nominador, solo habrá que reducir 4 fracciones los dos 
enteros para poder suprimir enteramente el denomina- 
dor. Así resultarán las equaciones siguientes: - 

MX =+=NX +/P1 AM; a 
or mira pp) = am: 
am 


Z e 


: AR np. : M 

“Este resultado. final-6: fórmula que; ya nos: está in= 
dicando la serie de operaciones que se debén efectuar 
con las cantidades conocidas para determinar el valor de 
la incógnita, no es mas que la traduccion algebráica de 
Ja regla llamada de compañía ( Aritm. $. 171 ); por- 
que suponiendo: quem, 1, p representen los capita- 
les de-tres socios, y a la ganancia total ó dividendo, las 
questiones de compañía se reducen á la que acabamos 
de resolver; -la combinacion m=-2-+*p representará, el 
fondo total de la.compañía; y la expresion 


15 547108 ao) ¿Ol Jam 


DE eyid X ) men+p ; : - y 
nos indicará que para determinar la parte de ganancia 
que corresponde al «socio que contribuyó: con la canti- 
dad m, se ha de multiplicar por esta la ganancia total 
a, y el producto se ha de partir por el fondo total 
m8. -+p. Esto equivale á decir que se ha de formar 
esta proporcion: ja bara” 
31 200 MARE OMA 

la qual traducida al lenguage vulgar viene á ser la mis. 
ma que hemos formado en la Aritmética, 4 saber: el 


A 


Me TAI 


”t 
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fondo total de la compañía es al capital de uno de. los 
socios, como la ganancia total es á la porcion que de 
ella le corresponde. Val 
Parece inútil advertir que en habiendo determinado 


. . dm á ny K 
el valor de la incógnita x, las expresiones e E nos 


prescriben las operaciones que deberémos executar para 
hallar los de las otras dos cantidades desconocidas. 

22 Se pusieron dos á jugar con otros, y ambos per- 
dieron, el uno 12 rs. y el otro 57 rs.; el dinero con que 
este segundo se levantó del juego era la quarta parte 
del que al primero le habia quedado, siendo así que pa- 


ra ponerse á jugar sacó el uno tantos reales como el 


otro. Se pregunta: ¿ : con quántos reales se puso á Jugar 
cada uno de los dos? 


Bien se dexa ver que si suponiendo ya conocido es- 
te número incógnito trarásemos solo de averiguar si se 


verificaban todas las condiciones de la propuesta , resta- 
ríamos de él los 12 rs. que perdió uno de los jugadores; 
de igual. número: restaríamos tambien los 57 15. que 
perdió el otro; y sabiendo por este medio quánto habia 
quedado á cada uno, exáminaríamos sí el segundo resi- 
duo era, como debia ser, la quarta parte del primero, 

Pues lo mismo cabalmente executarémos quando re- 
presentemos por w el número de reales que cada uno de 
los dos sacó para jugar; por 4 los 12 rs. que perdió. el 
primero, y por b los ¿7 rs. que perdió el segundo. 
Restarémos a de x, y el residuo será x—a; restarémos 
asimismo:b: dex, y el residuo 'será x—b: y como sea 
una de las condiciones de la propuesta que este segun- 
do residuo haya de ser la quarta parte del primero, 


esta misma condicion, traducida al lenguage algebrái- 


42 TRATADO ELEMENTAL 
co, se transformará en esta: equacion: Xx ON | 
: An a MN 7 
a—hb= » 
4 


Aunque en realidad está ya puesto en equacion el 
problema, es del caso notar que pudimos deducir de la 
misma propuesta una equacion sin quebrado alguno; 
porque si“el:segundo residuo representado pór:w—b de- 
be ser la quarta parte del primero representado por x—a, 

, es consiguiente que quatro veces aquel sea igual á este, 
Pero¿cómo representaremos el quadruplo de aquel re- 
siduo sin'tener previamente conocido el valor del mis- 
mo residuo? No: es necesario reflexionar mucho para 
ver que: la analogía nos conduce á representar aquel 
quadruplo por una de estas dos expresiones: 

4(12—b); 42—4b. 
En efecto; si un minuendo menos un sustraendo repre- 
senta un residuo, «es forzoso que la: combinacion de 
quatro. minuendos menos quatro sustraendos represente 
quatro residuos ó el quadruplo de un residuo. Y co- 
tejando, las dos últimas expresiones, que como es fácil 
demostrar, son equivalentes, vendremos 4: convencernos 
de que lo mismo es restar primeramente una cantidad 
de otra, y multiplicar despues por qualquier: número el 
residuo, que multiplicar primeramente por:el mismo mul- 
+iplicador el minuendo y el sustraendo, y restar despues 
un producto de otro. La inversion «del órden de estas 
operaciones no produce alteracion alguna en el resultado 
final. > . 

Si pues el quadruplo del segundo residuo debe ser 

igual al primero , tendremos esta equacion: 
40—4b=x—Aa;5 
de la qual se deducen facilísimamente estotras : 
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31=4b=a; E 
q — a 29 
II =— em. 
GI IEp 2-08 DEBIME) $ 


Esta última fórmula nos:está prescribiendó que del qua» 
druplo de la pérdida. mayor restemos la menor, y que 
del residuo tomemos la tercera parte, para: que.nos res 
sulte eE número-que buscábamos.o but bes ol 203 De 
21:32: Um pescador conlel objeto de estimular á un 
hijo: suyo al trabajo, promete darle 5 quartos. por cada 
lance en que este saque pesca, con la condicion de que por 
cada lance en que no la saque le descontará 3. quartos, 
Despues de 12: lances ajustaron cuentas, y tuvo el padre 
que pagar al hijo 28:quartos. Se pregunta: en quántos 
lances de los 12>sacóvel hijo pesca, y en'quántos no? 
Siendo por suposicion 12 todós'los lances, si repre- 
sentamos por: x el número de:los lances felices, el de 
los infructuosos resultará. bien representado: por la com» 
binacion 12 = y. Ahora: bien, vsi :como:sestos:: son: anos 
meros símbolos de: dos números que:no:conocemos,-fue: 
ran los mismos números que deseamos; conocer, ¿qué ha- 
ríamos para comprobar el ajuste de;¡cuentas? Claro es 
que multiplicaríamos yg quartos porel: número de lances 
felices, y 3 quartos por «el delos infructuosos; resta- 
ríamos del primer producto-el:segundo, y el residuo ó 
alcance á favor del hijo deberia: ser 28 quártos, para 
que :el resultado final fuese, como debé ser, énteramen- 
te conforme con la propuesta de la qiiestion. | 
Pues del mismo modo multiplicaremos g por x, y 
el producto estará representado por $7; multiplicaré- 
mos igualmente 12—x por 3, y el producto estará 
bien representado por la combinacion 36=3x. Des- 


1 
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pues de haber executado -las dos multiplicaciones, ó 
mas bien despues de haber:representado los dos produc- 
tos, deberémos restar .de $7, que representa la deuda 
del padre, la cantidad 36—3x que representa la del 
hijo, y el :residuo deberá ser-igual :4:28. Pero ¿cómo 
podremos'restar' dex la cantidad 'representada por la 
combinacion: 36: 3.1%. sin haber «antes ¿quitado 3% de 
E , segun lo está indicando:la última expresion? 1. 
Para superariesta: dificultad tengamos. presente que 
sien dos, sustracciones hay um mismo; minuendo y distini 
tos PARA quanto tenga. uno. de. estos mas que: el 
otro, tanto cabalmente tendrá menos. que el residuo cor- 
respondiente al ,menor sustraendo. el- correspondiente al 
mayor. Si pues habiendo .de-restar 36. de 5. x represen- 
tamos: el residuo por: la: combinacion. .5 4 — 36, quando 
hayamos de restar del mismo minuendo 5. la cantidad 
representada por 36.—3x, que tiene 3. menos que el 
anterior sustraendo:3 6,;:el: nuevo: residuo:deberá tener 
3x3 mas-que el-anterior , y de consiguiente estará bien re- 
presentado por, laccombinacion 5 4—36.+3w. Tendre- 
mos pues con arreglo:4la propuesta la «siguiente equa- 
cions 2 denia 3GÓ 3 Rios mg. 
de. la qual se deducen fácilmente :estotrasio 0 211) 
18 | a ¡p 2 y, +ót8l 
O ogbrisi 15 y ¿Ba —=064; aa le! 
DR de da 3. 331 
Son pues 8 los Dindés felices, y de consiguiente á los 
infructuosos. En efecto y. 
Por -8 de los: primeros: 4.5 pa cada 
"uno debe el padrennnoninn cocorosaden nidos 
Por 4 de los segundos ¿4 -3.quartos :cada 
uno. debe el hijO...inccooos axroradonionosodonono 


Ae 


h Al 


pl 2 quartos. 
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Resultan pues de alcance 4 favor de este 28 quartos, 
segun lo exigia la propuesta del problema. 

Si quisiéremos generalizar la solucion, representaré- 
mos por a el número de quartos que el padre prometió 
dar al hijo por cada lance feliz; representarémos asimis- 
mo por b el número de quartos que determinó descon- 
tarle por cada lance infructuoso; por c el número de to- 
dos los lances, y por d el número de quartos que en el 
ajuste de cuentas resultaron de alcance contra el padre 
y á favor del hijo. Designarémos como antes por » el 
número de los lances felices, yá conseqiiencia estará 
bien representado el de los infructuosos por la combina- 
cion 64, sin necesidad de emplear para esto otra nue- 
va letra... ' oros , | 

Ahora bien, si. por cada lance feliz debe el padre 
al hijo 4 quartos, por el número x de lances felices le 
deberá ax quartos. Y si por cada lance infructuoso de- 
be el hijo al padre hb quartos, por el número c—x de 
lances infructuosos le deberá el producto de aquellos 
dos números el qual estará representado por b(c—x ), 
Ó por bc—bx. 

Para quitar ahora este producto, que representa la 
deuda del hijo , del producto ax que representa la del 
padre , harémos el mismo razonamiento que quando de- 
signábamos con guarismos los números conocidos, y di- 
rémos: si de ax hubiésemos de sustraer bc, el residuo 
estaria bien representado por la combinacion 4x—bc; 
con que habiendo de quitar del mismo minuendo az la 
cantidad representada por bc— by, la qual tiene bx me- 
nos que hc, el nuevo residuo deberá tener la misma 
cantidad bx mas que el anterior, y deberá representarse 
por ax —bc-+bx, Y puesto que segun la. propuesta de 
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la giiestion este último residuo, que representa el alcan- 
ce á fayor del hijo, debe ser igual á la cantidad 4 , tens 
dremos esta equacion : D 20 
08 azx—=bc=bx= d; 
de la qual se deducen estotras : 
ax=+bx=d-+ be; 
2(a+b)=d-=w be; 
paca id 
a+Rb 5 
Esta fórmula, que nos indica qué operaciones de- 
bamos executar con los quatro números conocidos para 
determinar el incógnito, se puede fícilmente transfor= 
mar en unairegla general con solo traducirla al lengua- 
ge vulgar, como ya lo hemos practicado con «algunas 
otras; pero aun sin necesidad de executar esta traduc- 
cion puede servirnos para resolver todos los problemas 
semejantes al propuesto , con solo sustituir los: números 
que en cada caso: particular se nos den conocidos en lu- 
gar de las letras con que en la fórmula estan represen- 
tados. Haciendo uso de este segundo medio para com- 
pletar la solucion del problema particular propuesto, nos 
resultará esta expresion: | 
284+3x12, 
ES 
y efectuando las operaciones indicadas vendrá á ser 
LA UN, 
O E 
como antes hemos hallado, 

15 Si para resolver qualquier problema que tenga 
una sola incógnita hiemos de deducir en primer lugar 
de su propuesta una equacion, es consiguiente que to- 
da equacion ya formada y expresada en lenguage alge- 


== 
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bráico pueda considerarse como procedente de una qiies- 
tion, cuya propuesta se hallará fácilmente traduciendo al 
lenguage vulgar la expresion que se nos dé en el sim- 
bólico. Así se podrá. ver sin dificultad que la equacion 

a 7=8x—12 
q 
pertenece á este problema: 

Hallar un número x tal que si d sus tres quartas 
partes se añaden 7, la suma sea igual al residuo que 
resulte quitando 12 de ocho veces el mismo número des- 
conocido. | 

Asimismo traduciendo al lenguage vulgar la equa- 
cion: arRbc—=ce=ac—bx, 
en la qual suponemos que las letras a, b, c representan 


cantidades conocidas, y x la incógnita, verémos que 
debe haber provenido de esta qliestion: 


Hallar un número x tal que multiplicándolo por 
el número dado a; sumando con este producto el de los 
dos números dados b yc; y restando de la suma el pro- 
ducto de los números c y x, el residuo sea tual al que 
resulte quitando del producto delos dos números dados 
a y cel de los números b y x. 

Del mismo modo podremos venir en conocimiento 
de las giiestiones que deben haber dado orígen á quan- 
tas equaciones se nos propongan de la misma especie; 
es decir: podremos enunciar en lenguage vulgar las re- 
laciones que la propuesta establecia entre las cantidades 
conocidas y la incógnita. Por lo demas ya hemos di- 
cho ($. 4) que una misma relacion se puede enunciar 
de varios y muy distintos modos. 

Exercitándose mucho en traducir del lenguage or- 
dinario al simbólico y al contrario, como se practica en 


48 TRATADO ELEMENTAL 
el estudio de qualquier idioma extraño, se familiariza- 
rán los principiantes con el Algebra, cuya dificultad 
apenas consiste en otra cosa que en la perfecta inteli- 
gencia de la representacion de los caractéres y. sIgnos, y 
del modo de hacer uso de ellos, 
de 
Reglas para efectuar en quanto es posible con las can- 
tidades representadas por letras las operaciones 
aritméticas. 


16 En las qiiestiones que hasta aquí hemos re- 
suelto se puede ya haber conocido la necesidad de sa- 
ber representar con los símbolos y signos algebráicos el 
resultado final de una Ó mas operaciones aritméticas exe- 
cutadas con cantidades de valor indeterminado ó desco- 
nocido; y. aunque el representar los resultados de la adi- 
cion, sustraccion, multiplicación y division no pueda 
propiamente llamarse executar estas operaciones, se le 
da sin embargo el nombre de aquella con la qual jeng 
mas analogía. 

Quando nos proponemos reunir ua expresiones 
algebráicas en una sola equivalente al conjunto de to- 
das ellas, llamamos á esto sumar cantidades algebráicas. 

Quando representamos el residuo que debe quedar 
en quitando de una expresion algebráica alguna otra, 
llamamos á esto restar. 

Quando representamos por el conjunto de varias 
expresiones de productos parciales el resultado de una 
multiplicacion , llamamos á esto multiplicar. 

Finalmente, quando representamos por el conjunto 
de varias expresiones de quocientes parciales el resulta- 
do de una division, llamamos á esto 4?vialr. 


dt dl AAA PA AA 
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Pero todas'estas:operaciones se diferencian de las que 
hemos executado enla Aritmética; cen que nosiendo sus 
resultados ¡sino 1násianeras: vindicaciones de otras opera» 
ciones que aun nos Testa. efectuar, no presentan las mas 


“vecés: otra! cosa: que unaytransformacion: de «la serie de 


operaciones primitivamenterindicadas, en: otra; que: debe 
producir el misiho- efecto. y. conducir al ¡mismo resulta- 
do; sinomas diferencia¡ quesla:de darnos: de este: expre- 
siones:mas; sencillas, Ó: presentárnoslo baxo uná forma mas 
acomodada: al: inténto! que.nos proponemos... EA 

- Gonviene advertir, que 4¡cada una de las expresio- 


' nes que hemos: 'Hamado: términos ;: se le ¿day tambien el 


nombre de monomio Ó de cantidad monomia ; «4 la: com- 
biriacion de dos:términos ó de dos:monomios se. la llama 
binomio; la. combinacion de tres. términos ó monomios se 
llama «trinomio 3 la. de. quatro! quadrinomios' ly general- 
mente: lá combinacion de muchos. términos ó: monomios' 
sexleñomina polinomio, Qualquier' monomto se lima: tam- 
biénwcantidad incomplexa ;'y,todo polinomio desde el bi- 
nomio:en badelante sei lama cantidad «complexa,: Cada 
una de-das, ¡expresiones 2 4,3 ab 5.5 bdf £c. es un: mo» 
nomioó3unavicantidad, incomplexa; qualquiera de -las 
combinaciones:a +b,, 34:50 18bd— 5 ac Ec. es un 
binomid; qualquieya de las, combinaciones 49 —.3b+*2:x, 

cof 4ab+3dí. Ec. es un: trinomio;. y así delas de- 
amas a acti de térmibos, 

De lA didEad de las ui cior algebráicas. ' 

» 17: Quando-son -menomias todas las cantidades que 
MOS ¡proponemos sumar): se executa-la: adicion , Ó ¿mas 
bien: se representa-la:suma formando una combinacion: de 


TOMO II, G 


A A a A A a a 
qn OS — A A A A A A A A ic E AA AS E ALA ETS TAE A OS 
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todas ellas , sin otra alteracion que:la: detener interpuesto 
entre cada dos: el signo +.Así la ¡suma! de las cantida- 
des EY by 0, d-8tc;se representa por: la: combinacion: 
carbec+=debic. 0020 
la suma de las: cantidades monomias 242, 3b, 40d, 5 Ss 
só se epa por la contbinacion: 1: AGO 
SES aan 3b ii ccbi k b6 
pero es: de notar: que esta combinacion: de monomios ; Ó 
ES pa es lo:mismo;, este polinomio , *querepresenta: la 
suma, puede en muchos casos simplificarse reuniendo 
«dos:ó:mas términos:en uno: solo, y reduciendo por este 
“medio la:combinacion total al: menor número de térmi+ ' 
“nos. que sea posible. 2000 oboe | 
Esta reunion ó edicion esla: misma que ya he- 
mos efectuado ( $$. 2 y 5) quando hemos sustituido:en 
lugar del binomio x.+ el monomio equivalente 213 y én 
lugar del trinomio: ++ x "el monomío equivalente 3.1; 
por: medio de los quales exemplos es fácil. echarode:wer 
que la reduccion de que hablamos solo: puede: tenerclul 
gar quando: una misma letra se halle: TependW en mus 
chos términos, ó quando sean comunes 4 muchósctérmis 
nos los mismos factores literales ó algebráicos:: Estos: tér+ 
minos se llaman en tal caso términos semejantes yla 
reunion de todos estos:eh'uno- que equivalga 4 la :com> 
'binacion.de-ellos, selláama reduccion de. términos -seme- 
jantes. En tal caso se considera la letra comunió: el con- 
junto de factores comunes como si fuese una unidad, la 
qual está repetida tantas veces quantos sean los términos 
en que se halle, quando ninguno de estos tiene ningun 
factor numérico, Así es que 4+a+a-+a equivale á 
443 bo+be+ bebe be equivale á she Pero'siclos > 
términos semejantes tú viesen factores numéricos; la com- | 


A EEE <> 
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binacion de: términos equivaldrá.4 la létra comun ó al 
conjunto de. factores:tomado tantas veces como unida: 
des tenga-da suma de: los' factores «numéricos. Así que 
4434 54 equivale 4 124; 14 combinacion: 3bcd + 
7bcd+2b6d + 6bcdlequivale á 18bcd. y 

Se efectúa pues'la adicion de los términos semejan- 
tes con los números que van antepuestos á las cantida- 
des literales, los quales: indican quántas veces está: to: 
mada en cada término: la:cantidad'«comun. Estos:núme- 
ros se llaman coeficientes y y cada uno de ellos es multi- 
plicador de la letra ó producto 4 que está: antepuesto; 
debiéndose tener: entendido que. quándo en un «término 
no: haya ningun húmero antepuesto:4 la cantidad literal, 
el coeficiente es 1 5 de- modo que 4, por exemplo, es 
lo' mismo que 143::y así:el binomio a +44 se reducirá 
al monomio equivalente $4; al trinomio he + 20 
equivaldrá el monomio 8bc. | 


18. Quando tratemos de representar la suma de dos 


5bc 


ó:mas. polinomios, es bien' claro que 'si:todos estos fue=. 


ren resultados de otras adiciones anteriores, ó lo que es 
lo:mismo, si todos los términos de los polinomios fueren 
aditivos , la. suma total deberá componerse de :todas las 
partes de los sumandos. Así la suma de los bino 
comiol som n101 ¿44-45 boy0 2 elzrdi sol 1 
estará bien representada por la' combinación de ] 
tro monomios 


mios -: 
os qua=' 


40 +5b=+ 20 3d; p-20ng 10 
potque:en realidad esto se reduce á decir: que sumaf'pri- 


meramente dos cantidades-qualesquiera, sumar despues 


otras dos , y sumar por último las dos sumas, es lo mis- 


mo que sumar de una vez-los quatro sumandos que en- 
tran en ellas, | | 
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> Stralguno:dé los polihómios quese hayan” de: sumar 
fuéso:resulrado de alguna sustraccion>anterior', Ó lo que 
es: lo infismo,¡si fuese sustractivo! alguno: de los:.términos 
de: los: sumandos, «deberá serlo igualmente; en el resul- 
tado, y aparecer.envla: suma: conrel mismo signo-—con 
que antes se:hallaba. ' Así lastima deslos dos binomios 

baso al road ass ansindn col nos e 
estarás bien representada por la! combinación. de los :qua- 
tro: monomios ó:por:ellgúadrinomionito19 Shi no sbém 


A E aa a < e p< 
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porque sumar primeramente dos cantidades qualesquie- 
ra, restar «despues de votra cantidad otra qualquiera y y 
su mar ¡poriúlcimo este-residuo :con“aquella primera sumas: : 
es:lo mismo quessumar ¡las ctres primeras cantidades; y 
restar ide: estassumarla cantidad que antes fue:sustraendo! 

Los dos- exemplos :que acabamos de: poner, bastan 
para hacer ver quela operacion llamada: adícion de-los 
polinaimios.se efectívasescribiéndo todos los términos que 
= haya en ¡los.sumandos, d «continuacion unos de otros y icon 
Sus propios signos , teniendo: presente que ¡los términos 
que: en'los sumandos esten sín signo alguno, se deben com 
siderar como aditivos, ó combo. isi tuviesentantepuestóvel 

(yA sobusmuz 201 sb ¿9ttsq 


A 


A 
- PES 


a 7 => 


o 
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signo =eooiC ¿ol 9b pióoa sl LA 
: Si en los sumándos hubiese algunos términos seme- 
jantes se' pódrán> estos seducir 4 uno sólocen daids am? | 
) efectuando con los coeficientes las operaciones indicadas: | 
Ú por los signos que les esten antepuestos. ¡ 
' j»Propongámonos|, por exemploj.sumar' los teinomios: | 
' 291 grab 141102 gal gh — 20 pos sob bitidmiior A 
l LE ros labial gucelg aga me? sob: simio | 
4 9 5 bar 01 7hmadkt; Fis 
y conforme á la regla antecedente la sumaestará bien” 


e AREA A e 
A 
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representada “por. el: siguiente: polinomio; enel qual se 
hallan reunidos con sus proplos signos odos los términos 
de:los:tres sumandos:. Uy: 

qa gba ps 20=30+ 4d RE be. 
Viendo. ahora que'al binomio 4424 es equivalente 
el monomio'64;'que al binomio 9b==7b equivale el 
monomio 16b3 que 'los términos sustractivos— 20 y = 
2c.deben producir. en el resultado: el mismo efecto” que 
el monomio: sustiactivo=503 y por últimos: ¿que restar 
por una parte $0, y añadir porvotia Té, es: lo. mismo 
que: 'quitar '4cy vendrá 4 reducirse aquella primera ex- 
presion de la suma 4: estotra equivalente nos mas 
sencilla : 20D 
6a+ 16b=y4+ 4d—<. 
19 Para la reduccion de los términos semejantes, 
que puede y con freqiiencia suele tener lugar en los re- 
sultados de todas las operacionés7apebraIOs , puede ser- 
vir de gobierno la siguiente" ] 

Regla general:Sé todos: los 1éfminos semejantes Jue- 
sen aditivos, la combinacion de todos ellos equivaldr ád 
un solo término aditivo, que tenga la misma letra ó los 
mismos factores algebráicos, y por coeficiente ó. factor 
numérico la suma de todos los coeficientes ais todos los 
términos que tntentemos Weduciro? Y. “mue ele 

Si todos Juéstn “sustractivos , la combination de AE 
equivaldrá á un solo término ó monomio sustractido, que 
tenga la misma letra ó los mismos factóres algebrátcos, 
ca toeficiente la'súma de los" aio de v0dOs los 
términos que intentemos reducir, 

0008 de los términos semejantes "tnos "fuesen adios y 
otros sustractivos, se reducirán los primeros al mono- 
mio: aditivo". ¿guivalentecé igualmente Dos «segundos al 
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equivalente monomio sustractivo; y en<caso que sean 
iguales los coeficientes de estos dos monomios, desapare- 
cerá enteramente del resultado la: combinacion de aque- 
llos términos. semejantes, como quese reducen á cero, 6 
se destruyen mutuamente; pero quando:sean desiguales 
las sumas de los coeficientes adítivos y sustractivos, se 
estará la menor de la mayor, y el residuo será el coc. 
Jiciente del monomio equivalente á la combinacion de tér> 
minos semejantes y el qual tendrá. el mismo signo que. la 
mayor de las dos sumas, ] 5 Y 5Q. Ent 10q 
-+ Para exercicio de nuestros lectores pondremos aquí 
algunos otros exemplos de adiciones algebráicas con sus 
resultados. : 


 Exemplo 1, 


(7M+31—14P+17r 
Sumandos. ¿34 + 97 11M 27 
(sean S4— 131 
k 1L18— 2b=6rmts. 
V , A 0 AA 
7M +38 =14P+171+34+91—1IM-+ 24 
Suma. 47, $p—4m=+8n— 131 +1 In =2b—6rm=>s. 
Reduciendo términos semejantes se simplificará la ex- 
presion de la suma, y se transformará en estotra : 
—9M+3 11—9P+34—=2b+s; 
en la qual se ye que la combinacion de términos seme- 
jantes 7M—= 11M — 4m-—m se ha reducido al monomio, 
sustractivo —9m, porque 7 es el único coeficiente adi- 
tivo, y la suma de los sustractivos es 16; que el qua= 
drinomio 32 +92 +82+ 1 1H se ha reducido al mono- 
mio aditivo 3.1%, porque aquellos quatro términos son, 
todos aditivos; que el binomio — 1 4 +5p.se ha re-. 


AA 


de; 
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«ducido al monomio sustractivo — 9p; y por último, que 
han desaparecido enteramente los: términos «que: conte- 
'Mian, la. letra 7," porque en la combinacion: 177 + 27 


13r— Ór la suma de los coeficientes aditivos es igual á 
la de los sustractivos, 


+ En la colocacion de los'términos de un polinomio se 


puede guardar el Órden'que se quiera Ó.que-mas acomo- 
pero «por lo comun ocupa el primer lugar, comen- 
zando por la izquierda, mn término aditivo, sea el que 


_fuere, por parecer muy impropio comenzar, restando sin 


suponer de qué. Por esta razon los:términos de la últi- 
ma expresión que hemos-hallado de la suma, se podrán 
colocar en este órden : | ! 

3 11—9mM—9p+34—=2b+s, 


too Exemplo: 11. 


) p be +qad—8ac+ 80d 
soc ares 3 Sac+7bc— 24d + 4mn 
Yi 20d 34b + a0an 
a o Lgan —2bc— 24d + 50d. 


$ $ribo+ 40d —Bac+ g0d + 840 +37bc — 20d + 4mn 
Suma... 2d —34b=+ ¿ac + a4n + 9an — 2be —20d +5cd. 


Reduciendo términos semejantes vendrá á ser: 


-1Ób6 +40 120d + 4mt— 3ab.+ 1044, 


De la sustraccion de las cantidades algebráicas, 


20. Con arreglo al convenio generalmente adopta- 
do ($. 2 )se indica Ja sustraccion de los monomios po- 
niendo el signo —á la izquierda del sustraendo; y la: 


3 EN 
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«combinacion del minuendo y del sustraendo:cón el sig» 
-no= antepuesto 4:este segundo,'representa el «residuo 
E que debe. resultar. de-la sústraccion» Así quando! de: la 
cántidad a. tengamos: que quitar! la»cantidad 6, escribi- 
remos a—b para representar el residuos'si de la canti- 
«dad :8hc' hubiésemos de- restar! la cantidad 31m1 , escribi- 
remos: 8hc:=:3mn para representar ieloresiduio.o1 2 90007 
«+= 0:Si los: dos monomios, minuendo»y sústraendo; fué- 
sen semejantes, la expresion del «residuo se podrá sim 
plificar y reducir 4 un:solo:término:, que tenga por coe- 
ficiente Ja diferencia: de Jos coeficientés de ¡aquellos dos 
“monomios. Por. manéra!questode Bhe: ¡hubiésemos «de 
restar 3bc, la expresion 8Sbc— 3bc que representa el re» 
siduo, podria simplificarse y reducirse al solo monomio 
sbc. Aun antes de ahora hemos executado reducciones 
de esta especie, porque se conoce á primera vista la ra- 
zon de ellas. 3 | 
Por lo que tespecta á la- sustraccion ide los polino- 
mios $e deben distinguir dos casos... 
1.9%, Si el sustraendosrepresentase la Sa e 
chos monomios , Ó lo.que es lo-mismo, sí: todos los tér- 
minos" deb “sustraendo fuesen aditivos Ó taviesen—ante- 
puesto el signo +;-se representará el- residuo: escribiendo 
el minuendo segan nos lo"hayan dado, y á su contínua- 
cion el sustraendo, anteponiendo á todos los términos- de 
“este el-sigho —5 porque; como es'bien'sabido, lo mismo 
es quitar de una vez una cantidad qualquiera , que qui- 
tar sucesivamente todas las partes de que esta se com- 
ponga. | q 
Si, por exemplo, de la cantidad representada * por 
el trinomio ¿4— 9b+ 20 quisiéremos quitar. la repre» 
sentada por el trinomio 24 +30 -+4f, representaremos 
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el. residuo por la siguiente combinacion : 
sa=9b+20-2d—30e—4f. 

2.2 Si de los términos del :sustraendo unos fuesen 
aditivos y otros sustraciivos ,.Ó lo que es lo mismo , sí 
unos tuviesen antepuesto el signo +=, y otros el signo —; 

quando escribamos el sustraendo á continuacion del mi- 
nuendo para representar el residuo, á los términos del 
sustraendo que tenian el signo + les antepondremos el 
signo —, y dá los que tenian: el -signo—.les' antepondre- 
mos el signo +. De modo que si -nos proponemos restar 
de la cantidad representada por el trinomio 7m— 42 + 

- —8q,la representada por el quadrinomio 64—3f+ 2b 

—-9c, representarémos el residuo. por ésta combinacion: 

7m— 4n+ 8464 +3f= 2b+!90c. 

La razon de lo que esta regla: prescribz la hemos ex- 

puesto en la solucion del tercer problema que propusi- 

mos en el $. 145 y aplicándola al exemplo que 'acaba- 
mos de proponer dirémos que sí de la cantidad 7m— 4n 
+84 hubiésemos de restar el binomio 64+2b, el re- 

y Siduo estaria bien representado por la combinacion 

7m= 4n + 8q—64— 2h; 

pero como el sustraendo propuesto 61=3f+2 b—o9c, 

equivalente 4 64 + 2b— 3f— 90, tenga menos que 62. 

+2bla cantidad representada por 3 f= 090, el residuo 

deberá tener esta misma cantidad mas, y de consiguien- 

te deberá representarse por j 
7m—4n+8q—64—2b+3f+ 090; 

á cuya expresion equivale la que antes hemos hallado. 

E i Reuniendo ahora en una sola regla general las par- 

ticulares que acabamos de establecer, deducirémos por 
conclusion que la sustracción de las cantidades alge- 


brálcas se efectúa escribiendo á continuacion del minuendo ' 
TOMO 11. A 


SA 


AA 


EAN 
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el sustraendo despues de haber cambiado de += tit —,' y 
de — en + los signos de este último, 

Despues de puesta en execucion esta Pos si en 
el resultado hubiese, términos semejantes, se hace la re- 
duccion de ellos conforme á Mos pegaron establecidos 
($. 19). 

eee pentdo 57 


LEN ” 


ado Mer ad + 20m oh —40=+ 23d 
Sustraendo. 1 10:27 b+ $14 = 4d 


A 


172+ 2m—9b— 40 + 23d=110+ 
. ld 1 27b>514>+4d. 
Efecmando, da reduccion Je los términos semejantes re re- 
sultará estotráa expresion :. 

—7344+2mM+18b— 150 +27d; 
Ó.mas bien: 2mM— 39 18b— 150+27d. 


 ResidiO.... Ro 


SÍ 


hate BEsemploazo 
ti ne e Sab E De 4am 
Na Sam—7d + 114c— 24b 
TO a o A ON 
Residuo... Sac Sab 9bc— 4am — 8am + 70d 
— 114c=2ab, 
Y reduciendo términos semejantes se tendrá estotra ex- 
presion: 
—6a— 6ab=+ ole 124m+>70cd; 
Ó mas bien estotra: 
gbc— 6ac—6ab— 124m-+ 70d. 
Bueno será advertir que sin necesidad de mudar los 
signos de los términos del sustraendo se puede represen 
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e .y. . 4 . . 
tar el residuo escribiendo el minuendo, y d .continuacion . 


el sustraendo, qual nos lo hayan dado, bien que encerra- 
do dentro de un paréntesis con el signo — á la 13quier- 
da de este. Por manera que si del trinomio $a=3b=+ 
7 nos proponemos restar el quadrinomio 4m— 6a2+ 3p 
— 84, podemos representar:el residuo de este modo: 
54 3b=+70—(4m=6n-+3p—89); 
y de consiguiente esta expresion es equivalente á estotra: 
5$a=3b+70—4m=61—3p=8g, 
que por la regla anterior hubiéramos hallado. ¡ 

A esto es consiguiente que en habiendo en mí po- 
linomio varios términos sustractivos podamos considerar 
al conjunto de estos como un sustraendo, y encerrarlos 
con el signo + dentro de un paréntesis, anteponiendo á 
este el signo —. Así la última expresion que en el 
exemplo segundo' hemos hallado, equivaldrá á estotra: 

9bc+704—(6ac=6ab= 12m). 

No es necesario para dar esta forma á qualquier po- 
linomio que todos los términos que se hayan de encer- 
rar dentro del paréntesis sean anteriormente sustractivos; 
basta que lo sea alguno de ellos , y que á todos los que 
se pongan dentro del paréntesis se les mude el signo. 
Así la misma expresion se podrá transformar en estotras: 

gbc—=6ac—(6ab= 124m—7cd ); 

9bc—(6ac+6ab+ 124 — 70d); 

9h 6ac— 6ab—(129m—7cd)s 
Sátc. Kc. Sc. 


las quales no son otra cosa que indicaciones de distintos 
modos de obtener el mismo resultado, : 


I 


Será muy conveniente que los' principiantes se exerciten mu= 
cho en buscar las varias expresiones equivalentes de un mismo resul- 
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De la multiplicación de las cantidades algebráicas. | 


2.1 Mientras no O a há letras.sino' co- 
mo símbolos de números, deberémos formarnos de la 
multiplicacion algebráica la misma idea que de la: mul- 
tiplicacion «aritmética ( Arítm. $. 2.1 y 68). Por ma- 
nera que multiplicar a por bes hallar, Ó por mejor de- 
cir, es representar una tercera cantidad que se haya con 
respecto d, qualquiera de aquellos dos factores, del mis. 
mo modo que el otro factor se ha con respecto á la unidad. 

vs Ya hemos dado á:conocer ($$. 2 y 7): los varios 
modos de indicar la multiplicacion algebráica , y de re- 
presentar el producto. El de a por b,:por exemplo, se 
representa: por axb, Ó por: a.b, ó finalmente por ab 
sin Sn de signo: alguno. 19 
¡Ocurre con frequencid tener:que representar el pros, 
E de varias :multiplicaciones -súcesivas , como por 
exemplo la de a por h; despues la del producto ab por 
VES despues la de este segundo producto por d, y así su- 
cesivamente; en cuyo caso: bien se dexa ver que el- :pro=: 
ducto fibal deberá tener por factores á todos los :núme-' 
ros representados por las letras a, b, 0, d 8tc. (Aritm, 
$.-22); y con arreglo al convenio adoptado para indi- 
car la multiplicacion se representará el producto de qua- 


Jesquiera factores, escribiéndolos todos á. continuacion 


unos de otros sin-interposicion de signo alguno. Así que 
la combinacion abcd representa el producto de los qua- 
tro números designados por las letras a,b, c, d. 


tado, y en descifrar la serie de operaciones que cada una indica, por- 
que la falta de expedicion en esta especie de traducciones es uno de 
los obstáculos que mas retardan sus progresos en el estudio del Al= 
gebra, 


e A A AAA A A AAA 
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Ya hemos hecho algun uso de esta regla, compre- 
hendiendó en ella hasta los coeficientes numéricos, que 
son evidentemente factores de las cantidades, en cuya 
expresion entran. En efecto, indicándonos la expresion 
sabed que la cantidad representada por abcd está to- 


. mada: 1:£ veces, viene en suma á designar el producto 


de los cinco factores 15, a, b, c, d., 

22 A conseqiiencia del mismo convenio indicaré- 
mos la multiplicación de quantos monomios se quiera, 
tales como 4abc, 5def, 3mn, formando de todos ellos 
un solo monomio ó una: combinacion, en:la qual se hallen 
todos los factores á continuacion unos de otros sin inter- 
posicion de signo alguno. Así que la combinacion 

: 4abcs def3mn . ¡ 
representará el producto de los tres monomios propues- 
tos; pero como, segun hemos demostrado en la Arit- 
mética ($. 84), podamos colocar en el órden que mas 
nos acomode los factores de un mismo producto, pon- 
dremos , usando de esta facultad , todos los factores nu» 
méricos al principio de la combinacion total; bien que 
entonces será necesario por la razon expuesta ($. 7) ha- 
cer uso de alguno de los signos de la multiplicacion , Ó 
si pareciere mas conveniente, se efectuará la de todos 
los coeficientes. Así á la expresion anterior se le podrá 
dar esta forma: 4x5 x< 3 abcdefmn; 

Ó estotraz  ' 4.5. 3abcdefmn; 
ó finalmente, efectuando la multiplicación de los tres 
números 4, 5 y 3, estotra: 

6oabcdefmn. * 


x Con el auxilio de los símbolos algebráicos se puede hacer mas 
perceptible la demostracion que hemos dado (Aritm. $. 84): En 
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23 Quando varios factores de un mismo producto 
estan designados por una misma letra, se simplifica mu= 
cho la expresion escribiendo la letra una sola Vez; É ino 
dicando por medio de un número quántas veces debe 
aquella letra ser factor de aquel. producto 3 y, como: el 
número que para esto empleemos haya de indicar varias 
multiplicaciones sucesivas, será indispensable. colocarlo 
de modo que no se le pueda confundir con el coeficiente, 
del qual hacemos uso para simplificar la expresion del 
resultado de varias:adiciones. Por esta. razon se ha des 
terminado colocar“aquel otro número: 4:la derecha y. un 
poco mas arriba de la letra á la qual pertenezca , en lus 
gar de que el coeficiente se cóloca siempre á la Izquier. 
da y en la misma línea horizontal. | 
Segun esto el: producto de 2 por 4, que estaria 
bien representado por 24, -lo estará con mas «sencillez 
por a*; el producto de b por h por bh, que estaría bien. 
representado por bbb, lo estará con mas sencillez por 23, 
y así de los demas. En la: expresion a? el 2 nos «indica 
que el número designado por la letra 2 es dos veces fac- 
tor, y de.consiguiente no deberemos confundir aquella 
expresion con 24, que es una abreviacion de a=+a: en 
la expresion b3 el 3 nos indica que el número designa 
do por la letra bes tres veces factor, y de consiguiente 
no deberemos confundir aquella expresion con 3b, que 


efecto , el producto abedefmn equivale 4 abxcdxefomn ; y pu- 
diéndose invertir el órden de los dos factores de un producto sin 
que este varic (Áritm. $. 27), equivaldrá tambien 4 b4x dex fex nm, 
Ó lo que es lo mismo, á badefen. Descomponiendo el producto 
_ primitivo de otros varios modos como axbcx dexfmxm8, podre. 
mos hacer que los factores vengan 4 estar colocados en el órden que 


mas nos acomode. 
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es. una abreyiacion de buw=b=+b, Para hacer todavía 
mas palpable el error que cometeríamos confundiendo 
estas expresiones, supongámos que 4 represente al nú- 
mero 5, en cuyo caso Ja expresion a? representará á 
$5, que-equivalé 4 25; en vez de que la expresion 
24 representará 4 $5, Ó/4 2 veces 5, y en una pa- 
labra 4 10. Sila letra » representare al número 8, la 
expresion b3 representará 4 8x8x8, que equivale 4 
512,en lugar de que 3h representaria 48 +88 ,6Ó 
á 3 veces 8, y en una palabra 4 24, | 

La utilidad de la simplificación que acabamos de 
indicar de las expresiones de los productos, se hace tanto 
mas perceptible quanto mayor es el número de factores 
designados con una misma letra. Si hubiéramos, por 
exemplo , de representar un producto en el qual la can- 
tidad designada por a fuese factor ocho veces, la expre= 
sion 44444444 seria sumamente embarazosa , y por eso 
es justamente preferible la equivalente a*, 

24 Estos productos formados de factores todos 1gua» 
les se llaman en general potencias del factor repetido; 
y segun lo esté dos, tres, quatro $. veces, se llama el 
producto segunda Ó tercera Ó quarta 8. potencia. Así 
aa ó su equivalente a? se llama la segunda potencia de 
as aca Ó su equivalente a? se llama la tercera poten» 
cia de a; aqaa ó su equivalente a* se llama la 


quarta 
potencia de a, y así de las demas, * S 


1 La segunda potencia de un número se llama tambien el qua- 
drado de este número; y la tercera potencia se llama el cubo del 
mismo número: y aunque estas denominaciones pertenecientes 4 la 
Geometría, y que no guardan la uniformidad de la nomenclatura 


potencias, sean muy impropias en el Algebra, son las 
por su brevedad merecen conservarse, 


de las demas 
mas usadas, y 
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Por analogía se lama primera potencia de a la mis- 
ma cantidad 4, y por esta'razon se puede considerar 
como equivalente á la expresion a*. Lo mismo puede | 
decirse de-otra letra qualquiera. OO he ¿A 01m 
A fin de poner mas en claro'el uso que se hace: de | 
todas estas denominaciones las aplicaremos 4 un númeró | 
determinado; y sea, por exemplo, $. > | 
Primera potencia de E»... $- 
Segunda potentidwincmmmm $532 5: 
Tercera potemtidamnieinnn $552 gxg=128.' 
Quarta potentiAiioemmm. gxgxgxg=125x5=Ó025- 
Quinta potentiA omo... gxgxgxgxg=625=5=3 125. 
Sic. Be. Ste. | 
El número con que designamos quántas veces es | 
factor una letra, Ó lo que es lo mismo, qué potencia de 
la cantidad representada por la letra es el producto, se 
- llama el exponente de ella. Haciendo pues uso de esta 
denominacion, diremos que para formar una potencia 
de un número, ó6 como tambien suele decirse, para ele- 
war un número á una potencia se debe multiplicar el ní- 


mero por sí mismo tantas veces menos una como unida- 


dés tenga el exponente de la potencia. 


25 Supuesto que el exponente indica quántas ve- 
ces es factor de un producto la letra 4 la qual está so- 
brepuesto; y estando ya demostrado que el producto 
de dos cantidades qualesquiera debe contener todos los 
factores que entren en la composicion de estas cantida- 
des, es consiguiente que si por exemplo hubiésemos de 
multiplicar la cantidad a*, en la qual es cinco veces fac- 
tor la a, por la cantidad a*, en la qual es tres veces fac» 
tor la misma a, en el producto deberá ser ocho veces 
factor la 2, y de consiguiente lo deberémos representa? 
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por a?. Y siendo fácil generalizar'este razonamiento; es? 
tablecerémos: por regla «general que el producto de dos 
Potencias de un mismo número es otra: potencia del mis- 
mo número, la qual tiene por exponente la suma de los 
dos exponentes del multiplicando y multiplicador. 

26 . De:esto se sigue-que quando hayamos de mul- 
tIplicar' dos monomíios que tengan varias letras comunes, 
podremos simplificar la expresion del producto escribiendo 
en él una sola vez. cada una de aquellas letras comunes 
con un exponente igual 4. la suma de los exponentes que 
renga en el multiplicando y. en el multiplicador. Si, por 
exemplo, hemos de multiplicar a*b3c por atbc*d, el 
producto, que puede representarse por a*b3catb5*d, ó 
variando la colocacion de los factores, por a*a*b3b5cc*d, 
estará representado con mayor sencillez por a%*c3d, po- 
niendo a* en lugar de a%at; ben lugar de 535; y «3 
en lugar de cc”, ó lo que. es lo mismo, de c*e?. 

27 Así como distinguimos las potencias por el nú- 
mero de factores iguales que entran en la composicion 
de cada una, clasificamos todos los productos con arre- 
glo al número de factores simples ó primos que los for- 
man; y damos á estas diferentes clases la denominacion 
comun de grados. * Así decimos que el producto a*b3c, 
por exemplo, es del sexto grado, porque está formado 
de seis factores simples, á saber, dos factores 4, tres 


1 Siguiendo la analogía indicada en la nota del $. 24 suelen lla- 
marse dimensiones los factores simples ó primos de qualquier pro- 
ducto; de modo que segun el ordinario modo de hablar-el producto 
a*b3o tiene seis dimensiones; pero este solo exemplo basta para ha= 
cer ver lo absurda que es esta nomenclatura. Es verdad que los pro- 
ductos de dos factores representan las areas , que tienen dos dimen- 


siones; y los productos de tres factores representan los volúmenes 


TOMO 11. I 
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factores: by youn factor 0; «debiéndose «tener enténdido 
que aunque estos. factores se: Jlamen, primos: ó primeros 
porque no podemos descomponerlos en otros mas' senci. 
llos, pueden muy bien representar números compuestos; 
pero si-atendemós al número' particular. que:en:unscier- 


to. y: determinado Caso representan; «salen ya del estado ' 


de absoluta indeterminacion:en: que: el aga los con= 
seras averia A 

Tambien debe tenerse «presente. que para la deter- 
minacion del grado de un: producto no entran en cuenta 
los:coeficientes riuméricós sino, sólo: los Elipres algebrái- 


dos. Glitéralescis 55i aiii 
«Segun esto, y en consegiiencia de lo ngiltada 


CSS: 21 y 25), quando se multiplique un monomio 
por otro, el número que:indique el grado del producto 
deberá ser la+suma de-los: que indiquen los grados del 
sultiplicado y multiplicador. | 

28 - Del mismo modo:y por la misma razon qumen 
| se Aritmética :efecruamos-la multiplicacion de los núme= 
ros que se representan por muchas cifras, multiplicando 
todas las partes del multiplicando por cada una de das 
partes del multiplicador, y sumando los productos :par- 
ciales ( Aritm. $. 33): igualmente en el Algebra se 
executa la multiplicación de las cantidades complexas:ó 
de los polinomios, multiplicando sucesivamente todas las 
partes Ó términos ó monomios del multiplicando por ca- 
da una de las partes, términos « ó monomios del multi- 
plicador, y reuniendo por último los productos parciales 


que tienen tres dimensiones; pero pasado este término dexa de sub- 
sistir la correspondencia entre las expresiones algebráicas y las figuras 
geométricas, puesto que en la extension no pueden considerarse mas 
de tres dimensiones. 

Xx 
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para tener en eluconjunto de' estos el producto total; 
pero en los polinomios algebráicos ocurre una particu- 
laridad que no se halla en las combinaciones de guaris- 
mos. Los polinomios-tienen por lo comun, términos sus- 


tractivos, en vez: de que todos los guarismos que entran 
en una combinacion re 


presentan siempre partes aditivas. 
Las unidades, decenas, centenas 8tc. que entran en la 
formacion de-un número, son-otros tantos términos que 
en: todos casos se consideran súmados. 
de ahí.es- que en la multiplicacion 
ducto total debe en todos cásos ser 
los 


unos con otros; y. 
aritmética el. pro- 
la' suma de todos 
parciales, en vez de que en la algebráica no: lo se= 


rá sino quando sean aditivos todos los términos de los 
factores. | 


-Lratemos de multiplicar 2-45 
E | por c. 


y. el producto oia mm:dóa be 

se obtendrá «multiplicando: cada: una de 
multiplicando por el monomio multiplicador , y. suman» 
do: los productos parciales ac y bc. Lo mismo executa- 


ríamos si el multiplicando tuviese tres Ó mas términos 
rs . o ó 
todos. aditivos... 


Quando el multiplicador sea' tambien la suma de 
varios términos, habremos: de multiplicar sucesiy 
todas las partes ó términos del mulkj 
una de las partes ó términos del mu 
mando por último todos los productos 
mos “el producto total, 

Conviene advertir que en estas multiplicaciones par- 
ciales no hay necesidad de guardar mas órden que el 
conducente á que no se omita ninguna de ellas. 


las partes. del 


amente 
plicando por: cada 
Itiplicador; y su- 
parciales, tendre- 


ea! 
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- Propongámonos multiplicar 4-01: 
: porced | 


PP 


Productos ls: aqactberor 
AR" E oleada bdssv 


Producto total... ac + be + ad bd. 
Porque la multiplicacion de todo:el multiplicando ab 
por la parte C del. multiplicador: produce 40-+ bc5 y la 
multiplicacion de todo el: multiplicando 4=+b- por la 


otra parte d del multiplicador produce 44 + bd; y la su- 


ma de los dos.resultados parciales es ac.+ bc =+ad=Rbd, 
y de consiguiente esta es la expresion del producto total. 

29  Siel multiplicando tuviese alginas partes sus- 
tractivas , los productos de estas partes deberán restarse 
de los de las demas; ó lo que equivale 4 lo mismo, se 
les deberá anteponer: el signo — para. indicar'aquella sus- 
iráccion. “Sí por bexemplo nos proponemos :multiplicar 


¿a=brpor e, el producto será ac= be, segun hemos he: 


cho vet en la solucion del segundo problema que pro- 


pusimos en el $. 14. ] 
Si en el multiplicando hubiere varios términos sus* 
tractivos, y el multiplicador" fuere ún polinomio cuyos 
términos sean'todos “aditivos, tendrá lugar la misma re- 

gla. Propongámonos por exemplo multiplicar 
| o abc 
y 22 lstoma 201obo1g por d+f 

- Productos parciales. L 147 pain te 

pra: a, 


Producto total..... ad=bd=idraf=bf= $ 


AA 
5 
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Porque la multiplicación de todas las partes del multi» 
plicando por la parte d del multiplicador produce ad— 
bd—cd; y la multiplicación de todo el multiplicando 
por la otra parte f del multiplicador produce af—bf— 
cf; y sumando los dos productos parciales resultará la 
expresion que hemos hallado del producto total. Y pu- 
diéndose aplicar los razonamientos que nos han dirigido 
en estas operaciones 4 quantos exemplos se propongan 
semejantes á los anteriores, podremos establecer:por re- 
gla general que mientras sean aditivos todos los térmi- 
nos del multiplicador, cada una de las partes ó términos 
del producto tendrá el mismo signo que el-término:ú par- 
se correspondiente del multiplicando. j 

30 Supongamos ahorá' que el multiplicador bña 
términos sustractivos, siendo aditivos todos los del 'mul- 
tiplicando; y aunque tratándose, como aquí se trata, de 
número abstractos , pudiéramos tomar por multiplicando 
al multiplicador, y hallar por las reglas establecidas el 
producto, propongámonos determinarlo sin necesidad de 
hacer aquella inversion. Hayamos por exemplo de mul- 
Oplariiaadndye rAAES 

por b—c. 


Producto......... ab— ac 


Puesto que el multiplicador no es hb ni c, ni la suma de 
estos dos números, sino el residuo que quede en qui- 
tando c de:b, el verdadero producto no deberá ser ab, 
ni ac, ni ab + ac sino ab—ac, es decir, el multiplicando 
a tomado tantas veces como unidades hay en b, menos 


el mismo multiplicando a tomado tantas veces como uni-: 


dades hay en c; de cuya sustraccion debe resultar el 


4 
E | 
| 
1 
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multiplicando 4 tomado tantas veces como unidades 
hay en b—=0, y de consiguiente el producto que bus- 
cábamos. | 

¿Lo mismo se executará quando el multiplicando 
tenga dos ó mas términos todos aditivos: se multiplica- 
rán sucesivamente todas las partes del multiplicando 
por cada una de las del multiplicador, y del conjunto 
de los productos parciales: procedentes de los términos 


aditivos*de este se restarán todos los productos parcia- 


les. procedentes de los términos sustractivos! del «mismo 
multiplicador. Propongámonos por exemplo multiplicar 
el trinomio 42 +0 por el trinomio d-+e—f, y el pro- 
ducto será ¿movia rs io jm : 
ad+bd+c d+ aer berco—afobf=ef, 
Supongamos por último que tanto el multiplicando 
como el multiplicador tengan términos sustractivos, pro- 
poniéndonos por exemplo multiplicar a—b 
| a por c—d. 


y 


X 
SN zo 


N y el producto será... ac—bc—ad+bd; 


a 


porque todo el multiplicando 4—h se ha de multiplicar 
primeramente por la parte c-del multiplicador; despues 
se debe multiplicar todo el multiplicando por la otra 
parte d del multiplicador; y siendo sustractiva esta se- 
gunda parte, deberémos restar del primer producto par: 
cial el segundo. Ahora bien, el primer producto parcial 
es ac— bos:el segundo es ad—bd; y cambiando los! sig> 
nos de este para representar el residuo ($. 20.) resul- 
tará el producto que'buscábamos, qual lo: hemos re- 
presentado. : 

3.1 Resumiendo todas las consegiiencias que se: pues 


a a e 


ad -. 
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den deducir de los exemplos anteriores, podremos :esta- 
blecer que generalmente /a multiplicación de los polino- 
mios se efectua, en quanto es posible, multiplicando su- 
cesivamente con arreglo á los preceptos dados para los 
monomios ($$. 21 y sig.) todas las partes ó-términos 
del multiplicando por cada una de las. partes ó términos 
del multiplicador; y teniendo presente que todo producto 
Parcial monomio procedente de' un término aditivo : del 
multiplicador debe tener el mismo: signo que el. multipli. 
cando parcial que haya concurrido dá su formacion; y 
todo producto parcial monomio procedente de un término 
sustractivo del multiplicador debe tener un signo contra- 
rio. al que tenga el multiplicando parcial que haya con- 
currido á su formacion. | 

Si particularizamos los diferentes casos comprehen- 
didos. en esta regla: general, deducirémos por conclu- 
sion que | : 

1,2 Todo término aditivo multiplicado por:otro tér- 
mino adítivo da un producto aditivo, : 

2.” Todo término sustráctivo multiplicado por: un 
término. aditivo da un producto sustractivo, 

3.2 Todo término aditivo multiplicado por un tér» 
mino sustractivo da un producto sustractivo. * 

4.2 Todo término sustractivo multiplicado por otro 
término sustractivo da un producto aditimo. 

Esto mismo se puede expresar mas brevemente di- 
ciendo que si los dos factores parciales tuvieren um mis- 
mo signo, el producto parcial procedente de ellos será 
“aditico 5 ó tendrá el sígno +3 pero si los dos factores 
parciales tuvieren diferentes signos , el producto parcial 
será sustractivo, y de consiguiente tendrá el signo —. 

A fin de facilitar la práctica de la multiplicacion de 
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los polinomios; recapitularémos todas las reglas ques es 
necesario observar en esta operacion. 
12. Se determinará el signo que se ha de anteponer 
á cada término del producto total, ó lo que es lo mis- 
mo, 4. cada producto parcial monomio, con arreglo á 
los preceptos que acabamos de prescribir. Esta se llama 
la. regla de los signos. - € 
2.2 El coeficiente de cada producto parcial mono- 
mio ha de ser el producto de los coeficientes de los dos 
factores parciales que concurran d su formacion (4. 22). 


y 1 Esta se llama la regla de los coeficientes. 
El 32. Cada producto parcial monomio ha de contener 


1 á continuacion unas de otras todas las diferentes letras 
que se hallen en los dos factores parciales ($. 21). Eso 


'Ñ ta se llama la regla de las letras. 


J. 042. Cada una de las letras comunes d. los dos fac= 
tores monomios tendrá en el pr oducto parcial procedente 
l de:ellos un exponente igual á la suma de los exponentes 
0 que lla misma letra tenga enclos dos: factores ($. 25 ): 
ÚN Esta: se llama la regla de los exponentes. 

' 32 Hagamos aplicacion de todas estas seplas “al 
A exemplo' siguiente: 

' Multiplicando........ $4*— Sabe 4a*b* 
198 | —Multiplicador........ a? —4a*b + 21* 
| 


| $ sa—20b+ at” 
li Productos parcial 204%b=+8a%b*— 16a*)b? 
+ 104*b3— 4a?*b* + 8a*b* 


cd e ae 547224 b4=1 caga ba 5 


! i En la PHera línea horizontal de los productos parcia- 
les se hallan todos los que han resultado de la multi- 
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plicacion de los tres términos del multiplicando por el 
primer término: a? del multiplicador; y como este tér» 
mino no tiene antepuesto signo alguno y de consiguien- 
te es aditivo, todos los productos parciales monomios á 
cuya formacion concurra deberán tener los mismos: sig= 
nos que dos términos correspondientes del multiplicando 
($.:31 ) En este supuesto el primer producto parcial 
5a” no tiene signo, ó lo que es lo mismo, es aditivo, 


porque lo: es el primer término ga* del multiplicando; 


el coeficiente del mismo: producto- parcial es: 5 ¿porque 
siendo 5 el cogficiente del primer término del multipli= 
cando, y 1 el del primer término del multiplicador, el 
producto de los dos coeficientes es $: Los factores par- 
ciales ¿a* y a? no tienen mas letra que la 2:con el ex- 
ponente 4 en el multiplicando, y con el exponente-3 en 
el multiplicador; y por esa:razon en. el producto par- 
cial ga? no hay mas letra que la 4 con el exponente 7, 
suma de aquellos otros dos. 

- El segundo término del multiplicando es sustrácti- 
vo, y de consiguiente al combinarse con el primer tér- 
mino del multiplicador debe: dar un producto sustracti= 
vo ó con el signo —. El coeficiente 2) del-uno multi- 
plicado por el coeficiente 1 del otro, da.2 para coefi- 
ciente del producto á cuya formacion concurren. En los 
dos factores parciales no hay mas letras. que la 4 y la b; 
y de consiguiente él producto debe contener estás le“ 
tras y ninguna otra. La letra a es comun á los:dos: fac- 
tores, y así en uno como en otro tiene por exponente 
al 3, y de consiguiente la: misma letra tendrá enel pro- 


ducto el exponente 6, que equivale 4 3+3. Así que 
el segundo producto parcial monomio con su signo se- 


12 — 22%, ; 
TOMO II. K 
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-Como:el tercer término 4a*b* del multiplicando es 
aditivo:; lo es tambien el. producto parcial: que resulta 
de su multiplicación por el primer término del multi» 
plicador; el coeficiente deberá ser 4; las letras deberán 
ser-la:a yla hb, la primera con el exponente 5, y: la.se= 
gunda con el mismo: exponente:2,que tiene:en el mul- 
tiplicando. -Así-se- formará «el tercer: esla, parcial 
+ 44%b?, | | 
La segunda línea de- Eat: parciales contiene 
todos los :que han+resultado:de: todos los términos del 
multiplicando «por: el: segundo «término «del. multiplica+ 
dor; «y «por ser“sustractivo este término tódos los «pro. 
ductos parciales de esta línea tienen signo contrario. ,al 
de los términos del multiplicando que han concurrido 4 
su formacion. Para:los coeficientes , las letras yy los ex» 
ponentes se han seguido las mismas reglas .que en la 
formacion de los productos parciales de la línea anterior, 
En la tercera y última estan los productos parciales 
procedentes» de la multiplicacion de todos los términos 
del: multiplicando por el tercer término del multiplica» 
dor; y como es aditivo este término, todos los produc- 
tos parciales 4 cuya formacion concurre conservan «el 
mismo signo que los términos correspondientes del mul- 
tiplicando. + ! 
«Teniendo «ya formados todos los productos parcia- 
les', de cuya reunion se compone el total, se les exá- 
mina atentamente para ver si entre: ellos hay algunos 
términos semejantes, y en caso que los haya se-les re- 
duce observando para ello-la: regla del $. 19, y tenien= 
do presente que para ser semejantes dos Ó Mas térmi- 
nos no basta que tengan unas mismas''letras; sino que 
ademas cada una de estas ha de tener en todos un mis- 
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mo exponente, sin lo qual no se hallará en ellos la mis- 
ma combinacion de. factores-simples ó primos, como se 
requiere para la semejanza de los términos y poder re- 
ducirlos. En puestro,exemplo hemos efectuado tres re- 
ducciones, á sábers. 2 2 

la de —22%b y —204%b, que equivalen á —224%b; 

la de + 44%* y +845*, que equivalen á + 12.45)?; 

la de —164%b3 y + 104%, que equivalen 4 — 64123, 
Despues de efectuadas estas tres reducciones ha resulta- 
do el producto total simplificado, qual se halla en la úl- 
tima línea del exemplo. | 

Para exercicio de los principiantes pondremos aquí 

otro , algo mas complicado, cuya inteligencia no puede 
ya serles dificil, En el resultado final de la operacion 
podrán fácilmente notar que ño es posible reducir mas 


k 


términos que >“ 


— 1I6ga5bc y — 2 545h3c; 
porque siendo estos los únicos en cuya composicion en- 
tran unas mismas letras con unos mismos exponentes, 
son los ímnicos términos semejantes que se hallan en todo 


el producto, y de consiguiente los únicos susceptibles 
de reduccion. 
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1 3:311A conseqiiencia de lo que debemos practicar 
enila multiplicacion de los polinomios, es fácil ver que 
si todos los términos del multiplicando fueren de un 
mismo, grado, séa: qual: fuese3:.y todos; los términos del 
multiplicador: fueren tambien de un mismo: grado, qual- 
quiera que“seaz todos los términos deli producto serán 
asimismo del grado:indicado por la suma-de los: núme- 
ros que indiquen los grádos de los dos factores. 

En el último exemplo, en el qual el multiplicando 
es del sexto. grado, y.el multiplicador del tercero, el 
producto-es*del «noveno; y en el exemplo “anterior, en 
el qual el multiplicando es del quarto grado, y el mul- 
tiplicador del tercero , el producto es del séptimo; y así 
de los demas. iamins 

Los polinomios, cuyos términos son todos de un 
mismo grado,“sea qual fuere, se llaman homogéneos. Di- 
remos, pues, que en siendo homogéneos dos ó mas fac- 
tores complexos/ó polinomios, debe tambien ser homo- 
géneo el producto; *y:esta-observacion podrá sernos muy 
útil opata! precaveri Ós corregir muchas equivocaciones 
que. estamos expuestos á padecer. en las multiplicaciones 
parciales, omitiendo: «por. olvido, algunos factores, Ó-po- 
niendo algunos exponentes mayores.ó menores de lo que 


debieran seran ml 


DIN, 


34 Por la razon que expusimos ( $003 ), los resul- 


tadós de-las operaciones algebráicas efectuadas con can- 
tidades literales nos dan:á conocer el influxo que en: ellos 
tiene cada una: de,Jas «partes: de estas cantidades, ó lo 
que es equivalente , cómo y quánto ha contribuido cada 
parte para la formacion de los mismos resultados; y por 
este medio nos conducen á descubrir en los números 


muchas propiedades generales é independientes de todo 
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sistema de numéracion; Los.tresexeimplos: siguientes de 
multiplicaciones, algebráicas nos! manifiestan «ciertas pros 
piedades de esta clase ;, muy. importantes pororazon del 
EM uso> que de:ellas: divino cada sutesivosinoic 
gin atobonsidmat 49 yTrobrilqilara 
an do 2osimiaizo! 20bo3 a==b: 10 EJQUID > 
eo! dbz Bl 10 obrotbris 1MasRb, 
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La PEE multiplicacion;>em la qual«el «binomio 
ash. multiplicado por el binomio4=b ha producido 
a*—b* ¿nos hace ver que si se multiplica la suma: de 
dos números qualesquiera! por. la diferencia de! los misa 
mos números , el producto será la di pasan pe los PA 
drados:de, estos inúmerosioio 00 aos a 10 Lp 
De esta:.propiedad cales ER uso : para abhe; 
viar muchas multiplicaciones aritméticas; pues aunque 
las combinaciones de-guarismosno" contengan: parreval+ 
guna sustractiva, ocurre no pocas veces tener que “mul. 
tiplicar dos números, en los quales se echa prontamente 
de ver que son respectivamente la suma y la diferencia 
de otros «dos-que podemos multiplicar por sí mismos 
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¡con'suma facilidad ,:'y «anne sin! necesidad de tomar la 
pluma para ello, Tengamos, por: exemplo,:que multi 
plicat 52. por 483 y observado que: el primero equi- 
vale4 cincuenta mas dos, y el segundo á4 cincuenta me- 
nos dos!, 'vendremos er conocimiento de quevel produc- 
to: será el> quadrádo de: 15 0. menos! :el* quadrado de: o. 
Ahora bien., el quadrado de 5 0;:6eliproducto desgo 
Por $0,.es 200; el: quadrado de 2 es. 4; y restando 
4 de 200, el residuo. 2496 será el producto que bus= 
cábamos, Lo mismo puede executarse en la. multiplica- 
cion de. 84 :por:76 , 'y en todas las demas: en que los 
factores tengan'la circunstanciacde ser la sima: y la di- 
Jerencia de unos'mismos números, cuyos quadrados se 
hallen con ¡prontitud y facilidad... | 

En el segundo exemplo. vemos que tanto el multi= 
plicando: como”el multiplicador es un mismo binomio 
a-=+b3 expresion algebráica, que traducida al idioma 
vulgar quiere decir; una cantidad compuesta de dos 
partes qualesquiera sumadas. El resultado pues de esta 


multiplicacion:nos da á conocer que: la segunda potencia. 


ó el quadrado de una cantidad: compuesta-de dos partes 
qualesquiera sumadas; se compone del quadrado de la 
primera parte; de dos veces el producto de la primera 
multiplicada por la segunda, y del quadrado de la se» 
gunda. Esta es una mera traduccion dela expresion al- 
gebrálca 41H 24ab+ b?,- JOA 

“Y icomotodo nímero representado por dos cifras se 
nos presentecomo compuesto de dos partes sumadas; 
siempre que hayamos de; multiplicar. por sí mismo qual- 
quier númeroide esta clasé, 0 loque es lo:mismo, siem- 
pre. que nos: propongumos quadrarlo ó' elevarlo:al qua- 
drado 6 á la segunda potencia, podremos hacer uso de 


A 


So TRATADO! ELEMENTAL 


la regla: que hos precribe: el resultado 'álgebráico de la 
segunda multiplicacion.3 ¿20100001 odo 209 seg 


En-la tercera-el multiplicando es el quadrado del 
binomio a+b5 y siendo “este mismo binomio el multi- 
plicador , el resultado viene::4. ser el cubo- del: mismo 
binomios. y «traducido al: idioma: vulgar: nos hace» ver 
que:el cubo de qualquier cantidad 'compuesta de quales- 
quiera dos partes sumadas se compone del. cubo dela pri: 
mera parte 5 de. tres veces el quadrado de la primera 
multiplicado: por la segundas de tres:weces la primera 
multiplicada: por el quadrado: de la, segunda , y del cubo 
de la segunda. Ya se nos ofrecerán freqiientes ocasiones 
de hacer uso de todas estas propiedades. | 

35 “En muchos casos, y señaladamente quando des. 
pues que hayamos executado una. operacion tengamos 
que executar la inversa, con la qual puede. deshacerse 


en todo 'ó en partelo que con la primera hayamos he- 


cho, conviene no efectuar la primera sino solo indicar+ 
laz y de ahí es que generalmente las operaciones alge- 
bráicas no se efectúan del modo que esto es posible, 
sino quando es absolutamente indispensable; y de con» 
siguiente será preciso valerse del medio que hemos adop- 


tado ($. 1.1) para indicar la multiplicacion de las can 


tidades complexas. 

La expresion, por exemplo, > 7 cú 

(sat—30Prb) ab atado 
indica que se debe multiplicar el trinomio encerrado 
dentro del primer paréntesis por el trinomio encerrado 
dentro del segundo, y que el producto de esta primera 
multiplicacion se debe multiplicar por el binomio encer- 
rado dentro del tercéro;'y de consiguiente representa el 
resultado final de estas multiplicaciónes. 1.1000 


- 


( _DE- ALGEBRA. Si 
Algunos autores, para indicar estas multiplicaciones 
de cantidades complexas ó polinomias, en vez de encer- 
rar dentro: de paréntesis los factores, han tirado por cl- 
ma de cada. uno de estos una línea horizontal, y han 
puesto el signo de la multiplicacion entre ellos. Si hubié- 
semos de seguir esta práctica, daríamos á la expresion 
anterior esta forma: > 


A A 


sat—3ab + bx gal? —ac* + dix bc; 


pero como las líneas, si estan mas Ó menos prolongadas 
de lo que deben, pueden inducir á muchas equivoca- 
ciones, son preferibles los paréntesis, los.quales no pue- 
den jamas dexar duda sobre el número de términos que 
comprehende cada factor. 


De la division de las cantidades algebráicas. 


36 - La division algebráica, así como la numérica, 
debe considerarse como una operacion cuyo objeto es 
hallar uno de los factores de un producto dado, quando 
se conoce-el otro factor; por manera que el divisor mul- 
tiplicado por el quociente debe reproducir al dividendo, 

«Aplicando estas nociones en primer lugar á las can- 
tidades monomias, deberémos inferir ($. 21) que en la 
composicion del dividendo deben entrar todos los facto- 
res. del divisor y del quociente, y que por tanto sí se su- 
primen.en el dividendo todos los factores del divisor, en 
caso que los contenga, como se requiere para poder 
efectuar la division, lo que despues de aquella supresion 
resulte, será el quociente que se busca. A 

- Propongámonos, por exemplo, dividir el monomio 
724%b%0d por el monomio 9a*bc*; y segun la regla que 
acabamos de establecer, deberémos súptimir en el pri- 

TOMO 11. L 
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mero los factores 9,a?,b-y 0? del segundo; y de consi- 
guiente para que la division pueda efectuarseyrés necesa» 
rio que todos estos factores esten contenidos enel divi 
dendo. Esto quiere decir que el coeficiente 9 debe ser 


factor del coeficiente 72, Ó lo que es lo mismo, que-72 


debe serexáctamente divisible por'93.y como esto se ve- 
rifica, puesto que 72=09x8; suprimiendo- el factor 9; 
resultará el otro factor 8 por coeficiente del-quociente. 
Tambien se sigue de las reglas de la multiplicacion | 
($: 25) que el exponente g que la letra a tiene en el 
dividendo, debe ser la suma de los exponentes que la 
misma letra tenga en el divisor y en el quociente. Será 
pues el exponente que aquella letra debe tener en el quo- 
ciente la diferencia de los exponentes que tenga en el di- 
videndo y en el divisor, esto es, $ — 3=2. Así que la 
letra a tendrá en el quociente el exponente 2. Por la mis- 
ma razon la letra » deberá tener en el quociente el ex- 
ponente 2 =3—1. Finalmente siendo comun al divi- 
dendo y al divisor el factor c?, no deberá aparecer la: le- 
tra'c en el quociente; pero en cambio deberá permanecer 
el factor d' segun se halla en el dividendo, porno hallar: 
se esta letra en el divisor. De este modo resultará Qué: el 
quociente que buscamos es 8a*b*d, 1 
De este razonamiento, que se puede fácilmente apli 

car á qualquiera otro exemplo, se deduce' que general: 
mente para efectuar la. division «de un monomio po pais 
se debe 

1.2 Dividir el coeficiente de dividendo pa el del 
divisor: 

e Suprimir en el dividendo las letras que le sean 


_comunes con el divisor quando'en' ambos tengan un mismo 


exponente ; y quando el exponente que una letra tenga en 
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el dividéndo sea mayor que :el exponente de la misma en 
el divisor, deberá aquella letra permanecer en: el quocien» 
te con un exponente igual á la diferencia de: los otros dos. 
> Poráúltimo, tódos los factores del- dividendo que no 


se hallen en el divisor, se deben conservar enel quociente 


segun esten en aquel, ANO; | | 
37 * Si quisiésemos generalizar la regla que acaba- 
mos de dar para determinar por medio de la sustraccion 
el exponente que cada letra comun al dividendo y al di- 
visor debe téner en el quociente , y la aplicásemos al caso 
en que la letra comun tuviese un mismo exponente en 
ambos, vendria á resultar que el exponente de aquella 
letra en el quociente deberia sér cero, puesto que cero es 
la diferencia de dos qualesquiera cantidades iguales. Por 
manera que el quociente de la cantidad a3 dividida por a? 
estaria bien representado por 4% y como sea bien sabido 
que el quociente de qualquiera cantidad dividida por otra 
igual á ella es la unidad, es consiguiente que la expre- 
sion:a?'sea un símbolo de la unidad, y. que en su lugar 
podamos sustituir 1 siempre que nos acomode. Si hubié- 
ramos de dividir a3bc* por a*bc*, el quociente estaria bien 
representado por atb*%?; y esta expresion será equivalen- 


teá a, que: es el quociente que hubiera resultado supri- 
miendo los factores comunes al dividendo y divisor; por= 


que equivaliendo 2% 4 1x1=1, ab equivaldrá 4 
ax 1x1 =4. Podremos pues suprimir en una combina- 
cion de factores:todas las letras cuyo exponente sea.cero. 
“1 Por loexpuesto seve que: esta "proposición : fodá 
cantidad cuyo exponente sea:cero, equivale á da unidad, 
no es, propiamente hablando, sino la explicacion de un 
resultado, al qual «nos conduce el convenio que hemos 
adoptado sobre el modo: de representar las potencias de 
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una cantidad qualquiera , valiéndonos para'ello'de' los 
exponentes. - | y 


38 Para:que pueda efectuarse la division de un mo- 
nomio por ótro, es. necesario, segun hemos visto, que el 
divisormbtenga letra alguna, que no se halle en el divi- 
dendo; que el exponente de cada una: de las letras: co- 
muúnes no sea mayor en el divisor que el que la misma 
letra tenga en el dividendo; y: que. el coeficiente de este 
sea exáctamente divisible por. el coeficiente del “divisor. 
Luego que falte alguna de estas. tres condiciones ¿nOs 
limitamos á indicar la division , y representamos el quo- 
ciente formando una fraccion ($. 2), cuyo numerador 
es el dividendo, y cuyo denóminador es el divisor. Lo 
íinico que despues de esto hacemos es simplificar. la 
fraccion, suprimiendo en sus dos términos los: factores 
que les sean comunes, si es que los hay; pues si bien se 
reflexiona, los principios fundamentales sobre que estri- 


ba toda la teórica: de las fracciones aritméticas, son n= 


dependientes de todo sistema de numeracion, y de con- 
siguiente son aplicables igualmente á las algebráicas. 
Quando pueda yerificarse la simplificación, se sus 
primirán en primer lugar los: factores numéricos que 
sean comunes. d. los coeficientes del dividendo. y divisor; 
y:despues las letras que tambien les sean comunes ¿quan 
do tengan un mismo exponente. en ambos términasi5 pero 
si fueren desiguales los dos exponentes de alguna: letra 
comun, permanecerdoesta letra en el término en! que: añ= 
tés tenia el mayor exponente ;'com. ob1'o: igual á la 'dife- 
rencia de'los dos' anteriores: El.exemplo siguiénte 'aclas 
rará lo prescrito en estairegla. 02120900 000, 
Propongámonos dividir el monomio 48a3b%*d por 
644%; y.como en primer lugar el coeficiente del 
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dividendo no es divisible! porel del divisor; como en 
segundo la letra comun c tiene en el divisor un expo- 
nente mayor que enel dividendo; y por último, como 
este no contiene la letra e que se halla en el divisor; en 
una palabra, como faltan en: este caso todas las condi- 
ciones indispensables para que. pueda efectuarse la divi- 
sion de dos monomios algebráicos, habrémos forzosa- 
mente de contentarnos con una mera, indicacion, y:re- 
presentarémos el quociente con: esta fraccion ó quebrado: 
p d ¡ 484b 0d 

6qaibicte 

Tratando ahora de simplificar esta expresion, nota- 
rémos que los coeficientes 48. y 6.4 son, ambos. .exácta- 
mente divisibles por 16; y. de consiguiente:Suprimien- 
do este factor comun, el coeficiente del numerador se 
reducirá á 3, y el del denominador quedará reducido 
4 4. La letra comun a tiene el mismo exponente en am- 
bos términos de la fraccion , y de consiguientese puede 
suprimir enteramente la cantidad representada por añ, 
La letra comun b tiene en el numerador el exponente £, 
y en el denominador el exponente 3; y siendo b=b3xb”, 
- despues de suprimir en ambos términos el factor comun 
b3 deberá permanecer h* en el numerador. La letra co- 
mun c tiene en el denominador el exponente 4, y en el 
numerador el exponente 2; y siendo r+=*xc*, en ha- 
biendo suprimido en ambos términos el factor comun «*, 
permanecerá otro g* en el denominador. Se ve pues que 
en no siendo iguales los exponentes de una letra cómun 
al dividendo y. divisor, ó 4 los dos términos de la: frac= 
cion conque representamos: el quociente , permanece 
despues de la.simplificacion la misma letra en el térmi- 
no en que tenia el mayor exponente, con otro igual á 
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la diferencia de los dos “anteriores. Por último; no 'sien- | 
do comunes las letras 4 y e, deberá permanecer cada | 
una en el mismo término en que antes se hallaba. 

Así: habrémos reducido la fraccion: propuesta 4 es» 
totra: : y 

4c"e 

la qual será la expresion algebráica mas sencilla que 
puede darse del quociente que nos proponíamos hallar; 
sin que por esto deba entenderse que quando sustituya: 
mos en lugar de las letras b,d, c, e los números que 
hayamos designado por ellas ,'no sea nuevamente redu- | 
cible la fraccion á menores términos, si es que sus valo- 
res numéricos: contienen algun divisor comun. Entonces 
dexa ya de:ser algebráica la: fraccion , y pasa á ser'arite 
mética; dexa de ser indeterminado su valor, y pasa á ser 


- ; . . bd 
determinado; y quando decimos que la fraccion pis es 
4c"e 


enteramente: ¿rreducible , la consideramos en el primer 
estado y'no en el segundo. 
- 39 Es muy digno de ser notado que:si- todos los 
factores, sín exceptuar el coeficiente, del dividendo se 
, hallasen en el divisor, y si ademas contuviese este al- : 
gunos otros que le sean: peculiares; en habiendo supri- | 
mido todos los factores comunes, deberémos poner la unt- 
Mi dad por numerador dela fraccion reducida. En efecto, 
1 suprimiendo así en el denominador como en el numera- 
Ñ dor todos los factores de este, se dividen los dos térmi- 
| nos del quebrado por el mismo numerador; y ya se sa- 
be que qualquiera cantidad dividida por otra igual, ó 
como se dice, por sí misma, da por quociente la unidad, 


qa? be 


| 
' 
| 
H | Í 
Ú Sea, por exemplo, la fraccion 124 Dg? 
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en la qual observamos que los factores 4,-a?, boy -0'se 
hallan en ambos términos. Si. pues: los'suprimimos-tanto 
en el numerador como enel denominador, dividimos así 
al uno como al otro por la cantidad 4a*bc, Ahora: bien, 
esta cantidad dividida por sí misma da por quociente la 
unidad; y la cantidad 124*b%d dividida: por 4a*bc, da 
por, quociente 30*d, Así que: la: fraccion: reducida 4 su 
mas sencilla expresion será + AOS 

- 1 
| 102 psPasbialo li obasuDO 33 

40 Supongamos ahora' que: hayamos de dividir por 
un monomio un polinomio cuyos: términos sean todos 
aditivos; ¿y cotejando «éste caso con*el de la: division 
aritmética, echarémos de ver que el mismo principio 
fundamental que nos dirigió en la una, debe igualmen- 
te dirigirnos en la otra; á saber, si dividimos sucesiva- 
mente por el divisor todas las partes 6 términos de que 
se compone el dividendo,'el conjunto de'todos los quotien- 
tes parciales será: el quociente total. 
113: Propongámonos , por »exemplo;- dividir 1 843% 44 
154%b%*+ 124 b*d* por 3a*b*c; y dividiendo sucesiva- 
mente por el divisor ($. 36) los tres:términos del divi- 
dendo, la suma de los tres quocientes parciales será el to» 
1840 4+1501b30+120* 40d? 


tal que buscamos. Será pues a 
APP ROMS TOY ION ION TON | To 


=6a+¿abe+4b*d?, 9: 1 20bó: 

-Sialguna' parte del polinomio dividendo fuere:sus- 
tractiva, lo será tambien el quociente parcial proceden= 
te de ella; y aunque á primera vista parezca que en la 
Aritmética no ha ocurrido caso alguno análogo 4, este, 
Si bien reflexionamos la regla establecida para restar de 
un quebrado otro que tenga el mismo denominador, 
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verémos que estriba en el mismo principio que aquí nos 
dirige; 4 saber: lo mismo es executar dos divisiones, en 
las quales haya el mismo divisor, y restar un quociente 
de otro, que restar un dividendo de otro, y dividir el 
residuo por el divisor comun. Si pues nos proponemos 
dividir el polinomio 204**4= 1240 +1 6asbc*d por 
AR 2 F 207. . , 
aré 2eda 20ath a ps = sabe” - 30 
44a* cd. | 
41 Quando el dividendo y el divisor son polino- 
mios”, nos. contentamos' por: lo. comun: convindicar Ja. di- 
vision, y representamos el quociente por una fraccion 
cuyo numerador es el dividendo, y cuyo: denominador 
es el divisor; y. como de las reglas de la multiplicacion 
se siga que quando. se multiplica por un monomio un 
polimonio, aquel viene 4 ser factor.comun de-todos. los 
términos del producto, que es. otro polinomio, nos apto» 
vechamos de esta observacion para simplificar aquella 
primera expresion del quociente siempre que todos los 
términos: del numerador y denominador tengan algun 
factor comun. ) 
Sea», por exemplo , la expresion: 
6at=3abeimalo 
| pabigacrga ? 
y exáminando los términos del numerador verémos que 
todos los coeficientes son exáctamente divisibles por 3, 
y :que 4 todos los térmiinos es comun el factor a?. Exá- 
minando igualmente los términos del denominador, veré- 
mos que todos los. coeficientes son exactamente divisi- 
bles por 3, y que á todos los términos. es comun el fac- 
tor a*. Serán pues exáctamente divisibles por 3a* el.nu- 
merador y el denominador de la fraccion propuesta; y 
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efectuando esta: ddisitión de. sus. términos, quedará sim- 
plificada. y reducida 4'estotra 

lol aos aa? ben qe oy 03 
nasa Tgb—=3c+85 p91 sb 
pS tados; lok ici sin exceptuar el coeficiente de 
lina de los términos del numerador ó del denomina» 
dor fueren comunes á- todos los demas; «al tiempo de 
efectuar la o E en aquel término 
la: unidad. > 000» : ? 


Sea por iros la tion 
1024480 d— 180*b em" +120 "Dc 


. 
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y viendo en ella que todos los factores del último tér» 
mino del divisor:ó-denominador son comunes á todos los 


demas términos-así del mumerador como del mismo de- 
nominador, suprimirémos en todos ellos los fagtores co» 


munes, Ó lo que es lo mismo, dividirémos por 6a*b*e el. 


numerador y el denominador de la fraccion propuesta, 

y por:este medio la transformarémos en estotra enterar 

mente e irreducible: ! | Usb 

doo qabid— 30m +2 bn | 

8h — 7af— —1 

42 Si nos propusiéramos dividir el polinomio sa 

—224%b+ 12450? — 6atb3 — 4a3b* + 8a*bS por el trino- 

mio a*— 243hb=+ 4a*b”, podríamos ciertamente conten- 

tarnos con indicar la division: y representar el quociente 
por medio de esta fraccion : 

504 —224 b4 1240 —6at hb — ¿05 Ba pS 
gat— 2 be ga 


y observando que todas las partes del numerador y del 
denominador son exáctamente divisibles por a*; podría- 


mos transformar aquella primera expresion en estotra: 
TOMO IX, jp 


E 


 — 


E 
| 
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le Arda traba rado? Gaidd hab 8500 atysia 

ga "—20b+ ab? ghia uboiy abs Fo 
Mas como veamos que en los términos del dividendo, 
aun despues de reducidos, se- hallan las mismas letras 
que en los del divisor, podremos sospechar: que el divi- 
dendo puede haber. resultado. de-alguna múltiplicación 
efectuada: con «el divisor y-algun. otro polinomio queno 
conocemos. Y puesto que el: divisor multiplicado por el 
quociente debe reproducir al dividendo, es necesarió 
que este último contenga: todos: los. productos; parciales 
de cada término' del divisor: multiplicado por cada tér- 
mino del quocientez por manera que si eligiendo ¡qual 
quiera de los términos del divisor, pudiésemos á pri: 
mera vista «determinar en el: dividendo: quáles «son:los 
productos: parciales 4+cuya formacion*concurrió «aquel 
término*elegidoy' en dividiendo sucesivamente por este 
todos aquellos productos parciales, tendríamos todas las 
partes de que debiera formarse el quociente; del mismo 
modo*que en la Aritmética. veníamos en conocimiento 
de las diversas partes del quociente, dividiendo: stcesi: 
vamente ciertas partes del dividendo por la primera 
parte del divisor. Pero en los números representados por 
guarismos no cabe duda alguna sobre el lugar que en 


el dividendo total debe ocupar cada-uno de: los prodne- 


tos parciales á cuya formacion ha concurrido la primera 


parte del divisor; pues con arreglo á ley establecida en 
la numeracion cada uno de aquellos: productos parciales 
debe estar en la primera parte, comenzando á: contar 
por la izquierda, de cada dividendo parcial. En el Al. 
gebra por el contrario puede cada producto “parcial es. 
tar en el lugar que se quiera , sin que por eso se altere 
su valor; y de ahí procede la dificultad de determinar 


(¿DE “ALGEBRA; 91 
en el dividendo quáles son los productos parciales 4:cu- 
ya formacion- ha concurrido: un. término elegido en: el 
divisor, > d 293 | 

¿Para superar esta dificultad reflexionarémos de nue- 
vo sobre lo que 'hemos executado en la multiplicacion 
de los. polinomios;«debiendo estar bien persuadidos de 
que nada «puede: manifestarnos con tanta claridad el ca- 
mino que: debemos seguir en la execucion de todas las 
Operaciones cuyo: objeto sea descomponer las cantidades, 
como la observacion del que en las operaciones inversas 
hemos seguido para componerlas, Con el fin de que es- 
ta observacion produzca en este caso todo el efecto que 
deseamos, hemos propuesto como dividendo y divisor el 
producto y el multiplicando de 1 primera multiplica- 
cion efectuada-en el $. 32. ¿2 E y 

En primer lugar en el trinomio. 5aaabr gal, 
que allí fue multiplicando y aquí va á ser divisor, no+ 
tarémos que en el primer término tiene la letra z el ex. 
ponente 4; en el segundo el exponente 3, y en el ter- 
cero:el exponente 2; y sepamos que esta circunstancia 
se expresa diciendo que los términos de aquel trinomio, 
que pudieran estar colocados con qualquier órden, es. 
tan ordenados con respecto á la letra a. Notemos en se- 
gundo lugar que:el trinomio a3— 44?b + 203, que allí 
fue multiplicador y aquí debe ser el quociente que 
buscamos, está igualmente ordenado con respecto á la 
misma letra a; porque esta letra tiene en el primer tér- 
mino el exponente 35 en el segundo el exponente 23 y 
nose halla en el último, lo qual equivale 4 decir que 
En este tiene el exponente cero ($. 37). 

. En vista de este órden que se observa en los tér- 
minos de los dos factores, es fácil inferir que si el pro- 
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ducto está ordenado con: respecto á la misma letra; en 
el primer término deberá: esta tener: el exponente: 7, que 
es la suma de los dos exponentes mas elevados que'tie- 
ne en los dos factores. Y. por la inversa, estando, como 
se supone, ordenado con respecto 4 la letra 4 el divisor; 
si lo está con respecto 4 la misma letra el dividendo, el 
primer término de este deberá ser el producto parcial:á 
cuya formacion concurrieron el primer término del di- 
visor y el primer término del quociente. He-aquí pues 
el medio que se ha descubierto de superar la dificultad 
que para efectuar en los casos que es posible la division 
algebráica, ofrece la absoluta libertad que tenemos de 
colocar las varias partes ó términos de un polinomio con 
el órden que se nos antoje Ó que mas. nos acomode. 
En uso de esta misma facultad ordenamos con res- 
pecto á una misma letra los términos del dividendo y 
los del. divisor, segun lo estan ya con respecto ala a 
los términos de los dos polinomios propuestos al principio 
de este párrafo. Luego que esten así ordenados los tér- 
minos, debemos tener certeza de que, sea qual fuere:el 
quociente total, el primer término $a* del dividendo es 
el producto parcial 4 cuya formacion concurrieron el pri- 
mer término del divisor y el primer término del quocien= 
te ordenado con respecto á la misma letra a. Dividiendo 
pues el monomio ga4* por el monomio $a*, el quociente 
a será el primer término del factor desconocido que 
buscamos, Ó lo que es lo: mismo, del quociente total. Me 
como segun las reglas dela multiplicacion el producto 
total deba contener todos los productos parciales proce- 
dentes de todas las partes del multiplicando multiplica- 
das por cada una de las del multiplicador, es consiguien- 
te que en el dividendo propuesto deban hallarse todos 
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los: productos deslas tres/partes del divisot múltiplicadas 
por el priniet término 42 del oquociente. Si'pues resta 
mos: del dividendo: el. conjunto de: estos productos par- 
ciales, que: es gar—nab yasb*; el residuo — 204*b 
+ 8ashp=609t1b=4a3b* + Sa? bé; no contendrá ya mas 
productos: que Los procedentes dela: multiplicación: del 
divisor: pedo; el segundo, 99 pena tercero o términos" a 
ahouteras ¿O Mm9LÉ 0 H 

El residuo que ha it se debe considerar co- 
mo un nuevo dividendo, y de: consiguiente debe tener 
lugar en él la: misma 'observácion que hicimos con'Yesá 
pecto 'al dividendo primitivo; 4 saber: que su primer 
término, en'el qual tiene: la a el mayor exponente, de- 
be ser el producto parcial 4 cuya formacion concurrie- 
ron:el primer término del divisor y el segundo del quo- 
ciente. Mirando pues como un producto parcial al tér: 
mino 204%, y observando que tiene antepuesto un sig- 
no contrario al del término'idel multiplicando: que -ha 
concurrido á su formacion, deberemos inferir ($. 3 1) 
que ha. de ser sustractivo ó tener el signo = el término 
correspondiente del «multiplicador, ó lo que es lo mismo; 
del: quociente: «que buscamos. Dividiendo el: monómio 
— 204*b por el monomio sa, resultará — 4ab* por quo- 
ciente parcial, y este será el segundo término del total. 
Si mulriplicamos por este nuevo término todo el divisor, 
y restámos del dividendo el producto, en el residuo 1 0141b3 
— 4a7b*+ 8a*b5 no se hallarán ya mas productos par- 
ciales quelos procedentes de la multiplicacion del divi- 
an por el tercero ,:quarto Sic. términos del quociente.: 

“Considerando como un nuevo dividendo al residuo 
que acabamos de hallar, su primer término 10a*h3,'en 


el qual la letra y tiene el mayor exponente , deberá ser 


94 TRATADO ¿ELEMENTAL 
el producto, parcial 4 cuya formacion<concurrieron el 
primer término «del divisor: y el tercero: del:quociente, 


Diyidiendo-pues,L0a*% por, ga*, resultará: 283 ; y mul- 


tiplicando, por este, término:todoel divisor, «y: restando 
del último dividendo parcial el producto: verémos. que 
no, resulta residuo alguno; lo, qual mos, hace ven:que: el 
quociente total está; ya.completo, «y. que-de- consiguiente 
no tiene mas de los tres términos que hemos hallado... 


Si hubiese de! tener,mas términos, los' hallatíamos - 


del mismo modo que los anteriores; y .si como se su= 
pone y £uese-factor-del dividendo:el «divisor; quando ¡He- 
gásemos 4 restar del «último; dividendo parcial :el pro= 
ducto del divisor por el último: término del- quociente, 
no deberia resultar residuo alguno ,:6.lo que, es lo mis. 
mo, deberia quedar enteramente exhausto el «dividendo 
total, (15d. € 203. ob t54: ajion 
43. +: Pudiéndose- fácilmente «aplicar; 4 «qualquiera 
otro caso el razonamiento que hemos hecho en el exem- 
plo propuesto, se ha formado la siguiente 59 
| Regla general: Para efectuar, en los casos que sea 

posible, la division algebrátca de los polinomios, se: so- 
locan el dividendo y el divisor enla «misma disposicion 
que en la division aritmética, y con la: advertencia. de. 
que los términos de. ambos. esten ordenados con «respecto 
dá una misma letras es decir: de modo que los exponen, 
tes de esta letra desde el primer término hasta el últi. 
mo vayan constantemente en disminucion. 00, 

Se dividirá el primer término del dividendo; por el 
primer, término del divisor ,: y.se escribirá:el resultado 
de. esta division en el lugar generalmente asignado al 
quociente. 

Se multiplicará todo el divisor por el quociente par- 


j 


Ah 
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wal que se acaba de hallar 5ose vrestará: del. dividendo 
este. producto: y se wéducirán los términos semejantes 
wque entonces haya. NS UD ALA AUVURO ISS Py 
ul y Se considerará el residuo.como un nuevo dividendo; 
y deconsiguiente. se dividirá. st primer. término: por:el 
Primer término deludivisory: elovesultado de +esta divi. 
sion será. la: segunda parte del-quociente ; se multiplica- 
rá por esta segunda parte 6 término todovel: divisor; 
se restará del dividendo:el producto, reduciendo los tér= 
minos:semejantes 5 y eloresidno vendrá: á ser otro nuevo 
dividendo, con eli qual sevexerntará la misma: serie de 
operaciones que com los anteriores, E | 
Del mismo Le se continuara, hasta que venga á 
resultar cero por último residuo, ó, lo que es lo mismo, 
hasta que esten enteramente apurados todos los tórmiños 
del dividendo. q «E ay 
Teniendo presente que en siendo un monomio adi- 
tivo el multiplicador, cada producto parcial tiene el 
mismo signo que él: término correspóndiente:del multi- 
plicando ($. 31); y que eri siendo sustractivo el mul- 
tiplicador, €l producto debe tener un signo contrario al 
del multiplicando; es fácil inferir que quando el primer 
término del dividendo y el primer término del divisor 
tengan un mismo signo, el quociente deberá tener el sig- 
no +3 pero si tuvieren signos contrarios y él guociente 
deberá tener el signo —. “Bsta'es la regla delos signos, 
eóta! Todaslas divisiones parciales se executan conforme 
de las reglas establecidas para los monomios; es decir: 
2 Se divide el coeficiente del dividendo por eldel dj 
VISOS y he saqué que'sevllamar regla “de los coefi- 
Cléntes,. 200. 0.ta 93 e : 


A 


% k : > : 0.2.1" 
Las letra; que sean comunes al dividendo y divisor, 
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y quiésen .mibos. tengan un. mismo exponente, no deberán 
aparecer en el quocientes pero las que tengan:en: el di- 
videndo un exponente mayor que en el divisor, deberán 
permanecer:en:el quociente,con.:un' exponente igual. dla 
diferencia de. aquellos dos.: Por último: se escribirán en 
él quociente las letras que. sean. peculiares. de. solo:el:di- 
videndo. Estas son las reglas: A de las E y de 
los exponentes. 00000 >: : dio y 
+ Presentemos ahora toda las operacion poner: con- 
id A estas reglas con: los: polinomios propuestos:en' el 
párrafo anterior, 4 fin:que «pueda servir de: norma Lam 
todas las demas que O: ofrecerse. 


* Dividendo. da le A 
: bid ' gara 22b+12 ar Gat—ga ¿ataab+s ap 
ao A a 


—¿a +20 b—40%b* 


Quoctente. > 
a—gabrabi 


lu. a Primer residuo. 
1 204 b+8a%b?* —6atbi— qatbt+8. abs. 
Lar d04 658ab+1i6atb3 E 


Segundo residuo. 
+104tb5—4a* 1484705 
—104*b4+4a*b'-8a*h* 


Residuo final: O, 000 na Y 

Viendo que el primer término del. dividendo y dl pe 
mer término del divisor son ambos aditivos, sabremos 
ya que el primer término del quociente debe. tener el 
signo: +; y de consiguiente, siendo como es primer tér- 
mino, se puede ,.omitir¡¡el signo. Dividiendo ga? «por 
ga* resulta por quociente a3, que se escribe en el lugar 


acostumbrado debaxo del divisor. 
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Se multiplican sucesivamente por este primer tér- 
mino del quociente los tres términos del divisor, y se 
escriben debaxo de los primeros términos del dividendo: 
los:del producto con signos contrarios á los que las re- 
glas de la multiplicacion les asignan, para executar la 
sustraccion; con lo qual venimos á tener 
| ¿=$ 4 +24 bas). 
Efectuada entonces la reduccion de términos seme- 
jantes, resulta él primer residuo. +: :. . 
— 204% b+8a5b*— 6atb3—gasbt+8a b,. 


el qual se debe considerar como un segundo dividendo. 


Observando que el primer término de este y el pri- 
mer término del divisor tienen signos contrarios, inferi- 


rémos que el segundo término del quociente deberá te-, 


ner el signo =. Así que, dividiendo — 204% por sat el 
resultado será — 4a*b; este será el segundo término del 


quociente total, y de consiguiente se le escribirá 4 con=' 


tinuacion del primero a3, Munltiplicando por aquel se- 
gundo término todo el divisor, y cambiando los signos, 
se formará el trinomio ] | 

| + 202%b—845)* + 164103; : 
el qual se escribirá debaxo de los primeros términos del 
segundo diyidendo; y efectuada la reduccion de térmi- 
nos semejantes, resultará por segundo residuo 

+ 104% — 4a3bt+84*)s, 

Este se considerará como un tercer dividendo; y 
efectuada la division de su primer término por el pri- 
mero del divisor, resultará 223 con el signo +, porque 
aquellos términos tienen un mismo signo. Escribirémos 
en el quociente + 24% á continuacion de a? — 42*b; mul- 
tiplicarémos por aquel tercer término todo el divisor; 


y cambiando los signos de todos los términos del pro- 
TOMO 11. N 
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ducto lo escribirémos debaxo del tercer dividendo; y 
como efectuada la reduccion de términos semejantes ño 
resulta residuo alguno, vendrémos en conocimiento de 
que el término que acabamos de hallar es el último 
del quociente, y de que a?— 4a*b+2b* es su expre- 
sion completa. | uE? 
44 En la division de los polinomios conviene ad- 
vertir que de las varias multiplicaciones 'sucesivas de 
todo:el divisor por los diferentes términos del quociente 
suelen con. freqiiencia- resultar algunos términos que no 
tienen semejantes en el dividendo propuesto, .y que se 
deben dividir por el primer término del divisor; Estos 
términos extraños son los que en la primitiva multipli. 
cacion, que siempre podemos suponer executada para 
formar el dividendo , desapareciéron al tiempo de redu- 
cir los términos semejantes del producto. He aquí 4 
continuacion un exemplo muy notable de lo que acaba- 
mos de indicar. 0 


Division. |  Multiplicacion. 
asa [at+ab+* ib do 0 
eE 00% 

— a4b+ab* + ab= ab” 
— +4b* — p3 
+ ab?*— p3 o TRE 
roductoz- 3 
— ab* +19 | reducido... y 2 A 


AAA A A cr 


o) o) 


El primer término a3 del diyidendo, dividido por 
el primer término del divisor, da por quociente a?. Mul- 
tiplicando por este quociente parcial todo el divisor y 
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cambiando los signos de los términos del producto, re- 
sultará —a3-+a*b. El primer término de este resultado 
destruye al primer término del dividendo propuesto; pe- 
ro como el segundo término a?b no tiene semejante en 
el dividendo, y contiene la letra x, se le podrá dividir 
exáctamente por el primer término del divisor ; y hecha 
la division' resultará 1h por segundo quociente parcial. 
Escrito este á continuacion del primero , y multiplicado 
por él todo el divisor, el producto“con los signos cam- 
biados será —a*b+ab*. El primer término de este re- 
sultado destruye el anterior semejante; pero permanece 
ab”, el qual es exáctamente divisible por el primer tér- 
mino del divisor; y efectuada la division resulta )* por 
tercer quociente parcial. Colocado este 4 continuacion 
de los otros dos, se multiplica por él todo el divisor; 
y el producto con los signos cambiados es — 4h? + p3,. 
El primer término de este resultado destruye á su se- 
mejante é igual; y el segundo destruye al único térmi- 


no que aun quedaba del dividendo propuesto. Así que . 


será el quociente completo 2?.-+ ab +)? 

Para hacer mas perceptible todo el mecanismo de la 
division , hemos puesto al lado de ella la multiplicacion 
del divisor por el quociente, la qual, como es bien sa- 
bido, se puede en todos casos considerar como la opera- 
cion primitiva con que se formó el dividendo. Cotejan- 
do las dos operaciones verémos que los términos, al pare- 
cer extraños, que de nuevo aparecen en la division, son 
Justamente los productos parciales que por ser semejan- 
tes, iguales y con signos contrarios, se desvaneciéron en 
el resultado final de la multiplicacion, 

La misma observacion puede hacerse dividiendo 
ab 6 PIE a Be, por 2—b; cuyos quo- 
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cientes son muy CBS de ser exáminados con la Anar 
atencion. 

45 A veces ocurre que la letra, con respecto á la 
qual se ordenan los términos del dividendo y del divi- 
sor, tiene un mismo exponente en dos Ó mas términos 
de uno de los dos polinomios ó de entrambos; y. en' tal 
caso se colocan en coluna todos los términos en que aque- 
lla letra tiene el mismo exponente; 'Ó si se quiere, se 
ponen á continuacion unos de otros cuidando de que es- 
ten al mismo tiempo ordenados con respecto á alguna 
otra letra que en ellos concurra con la principal, 

-_Propongámonos, por exemplo , dividir — a* b?=+ 
Picadas bs 2bti+a bt por a — 
Pe, 

Teniendo como tenemos la absoluta facultad de or- 
denar: los términos de los dos polinomios con respecto 4 
qualquiera de las letras que entran en ellos, los ordenaré- 
mos con respecto á la 2. fealocarémos pues por primer 


“término del dividendo á ia 3 y quando tratemos de po- 
ner el segundo, nos ocurrirán dos, —a*b* y +2a*0*, que 


por: tener la letra a con el exponente inmediato, inferior, 
pueden con igual razon ocupar aquel Ingar: los pondré 
mos pues ambos en colunaá la derecha de primer término. 
En otra coluna pondrémos los dos términos a* b* y —atct 
que con igual razon pueden ocupar el tercer lugar; 
finalmente en la última coluna pondrémos los tres tér- 
minos +b*, +2b%?, y +6? c*, en los quales no se halla la 
letra 4, ordenándolos con respecto á la letra b, segun 
puede verse á la vuelta de la página siguiente. 

El primer término —a*-del dividendo, dividido por 
el primer término a* del divisor, da por quociente —af. 
Multiplicando por este quociente parcial todo el divisor; 


- A OA 
tolera 
——_eo ETB ME ASS AED 
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cambiando todos los signos del producto para restarlo del 
dividendo; colocando en una misma coluna todos los tér- 
minos en que laa tenga: un mismo exponente; y redu- 
ciendo por último: los. términos semejantes, el residuo 

El primer término — hato de este nuevo. dividey- 
do, dividido por el primer término a? del divisor, da 
por segundo quociente parcial — 2:%*, que escribirémos 
á continuacion del primero. :Multiplicando todo el divi- 
sor por el término que acabamos de hallar; cambiando 
todos los signos del producto para restarlo del dividen- 
do; colocando en una misma coluña todos los términos 
en que la letra a tenga el mismo exponente; y redu- 
ciendo los términos que haya semejantes, el residuo que 
resulte será un tercer dividendo parcial, | 

Del mismo modo se continuará la operacion , ys se 
hallarán todavía otros tres. términos. del quociente. En 
habiendo multiplicado por el último todo el divisor, y 
cambiado todos-los-signos del producto para restarlo, al 
tiempo de la reduccion de términos semejantes verémos 
que se destruyen todos : lo qual! nos hará conocer que el 
quociente está completo, y 30 la division es exácta. 


1 1 
000 
ATA li 
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4 Dividendo. X. ñ z Divisor. 
4 ml aba los ar ht 
+ 24* (mg + 2b% (2 ST 4 
E bigtol Haga) 


+a —at)? | 
; at? a Sitia 19 q (9.20 O 
E PAN 
E = 24*b?% + q2 ha +. pó 
1." residno.. 7 
| +40 41+2) 
! o bet 
¡ o a A 
restado........ o pal 24? bh? (Ss 
o 
+at—aht.. ps 
2. residyo.. =.24*b (49p4p2 
A 


- Producto —at( + qrpiga 0000 de 


restado........ + art bsqllgul, 
23 ga bt... yO 
=4bPi+ 2h ¿ | 
' +)? (4 
Producto (+ a? b9 —p6 
restado... EE — ht 2 
a 
ar?srpo 
+b ? (4 
Producto ¿+a* b? (2 — Ja ¿2 
restado... e —b? ¿4 


O E rar 
Residuo final... o ....... o 


32 residuo.. 
X 


4. residuo. 


2 Quoc. 


46 En algunas ocasiones se efectúa con mucha 
prontitud y facilidad la division de los Polinomios , des- 
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componiendo el dividendo en factores de una manera 
que suele ocurrirse,4 primera yista; Si hubiesemos, por 
exemplo, de dividir 8a%—4a3 "+ 103+20=b+1 
por 243=b* +1, observaríamos. que los términos; del 
divisor sonlos tres últimos del dividendo, y de ahí in- 
feriríamos que para poderse efectuar la division:es in- 
dispensable que el primer trinomio 8a —443b* +40? 
del dividendo sea exáctamente ¡divisible por el.divisor 
243 —b*+1, Ahora bien, pronto,se echa de, ver. que 
4a* es un factor comun de todos los términos de aquel 
trinomio, y que Saó— 4a3h*+443= 40 (20=b +10) 
por manera que todo el dividendo propuesto viene á ser: 

Ti 44 (abs) rats; 
cuya expresion equivale á estotra: > 
| (2a3—b+1 ) ( 443+ 1 de 
Suprimiendo pues de esta expresion el factor 243— +1, 
estaria efectuada la division, y hallado. el quociente 


mbizar' 


exácto 44341, que es el otro factor, da len p sas 
== Sobre: este género de abreviaciones no es posible dar 
regla alguna general; la práctica del cálculo algebráico; 
que como qualquiera otra, no puede adquirirse sino 
exercitándose mucho en las operaciones, y observando y 
cotejando sus resultados, es la única que puede sugerir 
no pocas veces medios de hallarlos fácilmente, y con 
mucho ahorro de tiempo y de trabajo. Lo que creemos 
oportuno advertir de nuevo es que quando sepamos que 
á unaó mas multiplicaciones se han de seguir una ó mas 
divisiones, conviene por lo comun no efectuar, sino me- 


tamente indicar aquellas; para que permaneciendo mas 


á las claras los factores del. dividendo, se efectúen con 
mas prontitud y facilidad estas, 
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D» las fracons algiráicas”. 


EY Ñ PEÑA A 


477 ¿Siempre que no' sea exáctamente divisible por 
un tato otro polinomio, y nos empeñemos en efec» 
tuarda division , llegarémos despues de un cierto núme- 
ro de- operaciones parciales 4 un residuo cuyo primer 
término. no podrá dividirse por el: primer término del 
divisor, y que por este medio nos “hará conocer la im- 
posibilidad de conseguir nuestro intento, 4 lo menos 
completamente, Sirva de exemplo la division siguiente: 
Dividendo ...... ar+ab+ pd esti a ..«. Divisor 

AAA a Quociente 


1.? residuo...... a hb ab+2b3 
a h—p3 


residuos... lali 4b3; 
en pe qual el primier-término a? del segundo residan no 
es. exactamente divisible por el primer término a? del 


«divisor, y de: consiguiente nose ve cómo pueda conti 


nuarse la division. En este caso y en todos'los demas:se= 
mejantes, se puede, 4 semejanza de lo practicado enla 
Aritmética, agregar al quociente una fraccion «cuyonu- 
merador-sea el residuo y cuyo denominador sea:el divi- 
sor.- Así que en la Pess propuesta el quociente com- 
pleto será 


A be — 
. 9 ' 5 a —— o 
: Segun esto deberá terminarse la division de los po- 


“1 "Nosiendo qualquier quebrado, y con especialidad los algebrái= 
cos, sino la expresion del quociente de una division indicada, se de* 


" berá considerar este capítulo como una continuacion del anterior. 


fo 


7 
E 
! 
1 
! 
] 
] 
j 
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linomios, lago rg he > leguemos. dun ésto cuyo primer 
término no contenga la 'létra e con respecto á la qual se 
los. haya ordenado, ó en caso que. la contenga, sea con 
un <xponente, menor que. el de la, misma letra. .en, el pri- 
mer término, del divisores. q 


LR 


48 Quando por no podeis la division de Ts polino- 
mios es forzoso contentarnos con: representar el quociente por medio 
de una fraccion, cuyo numerador sea el dividendo, y cuyo deno= 
minador sea el divisor, nos ¡queda todavía el recurso de simplificar. 
esta expresion ;-y. paravello tenemos que averiguar csi los dos térmi- 
nos de la fraccion tienen algun factor, divisor Ó medida comun. Ya 
hemos expuesto CS. 41) el modo de simplificar ina fraccion siem- 
pre que sea un monomio el factor comun de sus dos términos; pero 
como este factor comun pueda ser un polinomio gue no podamos 
fácilmente descubrir 4 primera vista , nos valemos para hallarlo quan= 
do lo'hay, y aun para averiguar si la fracción es irreducible, del mis- 
mo método del «qual hemos hecho uso en' la Aritmética para deter- 
minar:el máximo divisor comun de dos números qualesquiera. 

+ Tratamos pues de hallar un' divisor comun «de dos polinomios, 
al qual 'se le llama el máximo ,"sin embargo de queno se pueda ge- 
neralmente determinar la magñitud relativa de 'una expresion alge- 
bráica, mientras mo' se asignen valores particulares 4 las letras que 
entran én ella. La denominacion de máximo se da en el Algebra al 
divisor comun que tenga mas “términos y mas factores en cada tér= 
mino, Ó'que'sea de grado mas elevado; y su investigacion está fun- 
dada en el mismo principio que la del máximo divisor comun arit- 
mético, 4 saber: Todo divisor comun de dos cantidades qualesquiera 
debe ser divisor exácto del residuo que resulte en Ta division de la 
cantidad mayor por la menor. 

La demostracion que de este principio dimos (Arit. $. 63 ) ad- 
quiere mayor claridad haciendo “uso' de los símbolos algebráicos. 
En efecto, si representamos por D'el divisor comun de dos canti- 
dades qualesquiera; si representamos asimismo por Á el quociente 
que resulta de la division de la cantidad mayor por el divisor co- 


mun D; y por B el quociente que resulta de la division de la canti- 


mo que decir, que, R debe. ser exáctamente divisible. por D.. 
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dad menor. por.el; mismo. divi isOR GAMA: ¿Jas, dos cantidades estarán 
bien representadas por 4D y BD. 9 decir, pos los, productos, for 
mados del divisor comun y del factor. por el qual. está =multipli- 
cado en “cáda* una, de elas “Por último si representamos por Q el 
guociehte! entero y pOr R AS de lá división de la cañtidad 
mayor por la 1 menor, Renders CAritmeb. So 3 dl equacion+'* 


“On' cie rte. he” moto e" - ¡ADE BDAQué Ro 194 ob tay 0) $ 
Si ahora dividimos por D.ambos mismbros de la. couacion, pesultarás 
E ARE AS ' e 4= 53 2] Ed un 2h: y 1101 ? 
: OQ1U991 19 EIVEDOT £ £b as 


ha ki qual nos dice que la: caridad representada por nen se compone ndo 


las dos partes BQ; y po Siendo $ Pues. enteros A Y. una des sus 1s partes ] 


BQ, deberá forzosamente ce la mii parte E, 15 e es 19 mis. 


lil? 

Con arreglo á este. principio averiguar Émos.e2 primer rear vila 
cantidad mayor es.exdctamente divisibleogorla menor; y si en-esta 
primera division resultare aloun residuo final, dividirémos ¡por este. 
residuo la cantidad menor; y si en.esta, vegunda. division. resultase 
tambien. residuo, dividirémos. por este. segundo al primero; así. :c0r 
Finuarémos dividiendo. cada. uno de los. residuos, por el. inmediato, Sin 
guientes y si alguna de las divisiones fuere, exácta, la cantidad:qu;. 
en ella haya servido de divisor. será.el máximo. comun divisor delas 
dos cantidades PISehast04: Mas para: aplicar fala regla á, las EXPre» 
siones algebráicas se requieren ; ciertas observaciones Y. Preparaciones 
que no eran necesarias en la Aritmética. 0000 0000 lo 1 shub 

Por de contado será vano el empeño de dl un «divisor. comun 
de dos cantidades que no: tengan siquiera alguna letra comun; y:en 
caso que tengan, como debe suponerse, algunas , AeOGamOs, ordenar 
todos los términos. de ambos polinomios. con, ¡respecto 4 una misma 
Jetra; escoger para dividendo el polinomio, en el qual tenga aquelig 
letra el mayor exponente, y. dexar para divisor el otro. 00% 7 

Sean, por exemplo, las. dos cantidades. .:. 020000 sb 

343320 b+ ab? —b* ) 
44 b— 5ab* + b* 


"y 
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cuyos términos estan ya ordenados con respecto: 4 la letra a; y de 
las quales escogerémos la primera para dividendo, y la segunda para 
divisor. Yardésde el' principio de la:operation senos presenta una 
dificultad que jamas puede ocurrir en los números representados por 
guarismos; y es que el primer "término del dividendo: no es exáctá- 
mente divisible por el primer término del divisor 4 causa: de los' fac» 
tores 4 y b que se hallan er este y no en áquel. Por lo que hace al 
Factor»; Ficilmentd'sé riota que es “comúin 4 todos los 1éemihos del 
divisor; y sio siéndolo 4 todos los del dividendo; se' le puede supri- 
mir de aquellós si que pór eso varíe el divisor común de las dos 
cantidades propuestas; porque siendo el poliñomió 4a*b—g4b* +3 
igual ¿(qa —gab+b*yb, Ó lo que es lo mismo ; siendo éxdcta- 
mente divisible por » el polinomio 44% gab* 3+-0*; y no sién- 
dolo el otro polinomio propuesto, es consiguiente que hno sea fac- 
tor comun de los dos, y que el divisor comun, si es que lo hay, de- 
ba ser la cantidad representada por 44? — 3 ab+2D*!6 "algun: factot 
de esta. Quedx pues reducida la qtiestion 4 buscar 'el máximo divi- 
sor comun de las dos cantidades E ES 19 St 

| qa—3abr ata, 
qa —sabth br. 

Por la misma razon que hemos podido suprimir de la segun- 
da cantidad un factor 5», que siendo comun á todos sus términos, 
no lo era tambien á los de la primera, “podemos introducir en qual- 
quiera de las dos un nuevo factor, con tal que no sea comun á to- 
dos los términos de la otra; sin que por eso varíe el máximo comun 
divisor de las dos, el qual es, como se sabe, el producto de los fac. 
tores comunes de entrambas. De esta observacion nos aprovechamos 
para multiplicar el polinomio” 3a5— 34 b+4 ab —b3 por 4, que no 
es factor del polinomio 4a* —5 ab +5”, 4 fin de que por este medio 
venga 4 ser exactamente divisible por el primer término del divisor 
el primer término del dividendo *. Así que tendremos para dividendo 

al polinomio 124124 Db+ ab — 413, 


1 Lo expuesto en este párrafo se puede fácilmente generalizar y re- 
4 este principio ; El máximo divisor comun de dos cantidades qua- 
tsquetra ño padece álteracion algunas porque se multiplique 6 se divida” 
una de ellas por cantidades que no contengan ningun factor de la otrá. 
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y qe divisor: al Julio ii noo wobsirsbro 2 patos rofiagy) 
e 44: > galo dh. ¿bird mnoes, 29) ¡pes í 


ia dial de estas preparaciones la:division:de los pri- 
meros términos, resultará el quociente-parcial ga. Multplicando.to- 
do el divisor por:este quociente,. y restando del, eivisiendo el pro» 
ducto, iofoUtaia z resido! e la 109 aldicivih 909: 
act di A 
al qual: eiii s como. un nuevo Aividapdas ¡road a GE mas 
alto, exponente: de la 4. no es todavía menor que, el de la misma: le- 
tra enel. primer término del divisor. Haciendo pues uso de las obm 
servaciones.anteriores,. suprimirémos el. factor. comun á4 todos. sus 
términos, y. los multiplicarémos por 4 para que el primero de ellos 
sea exáctamente divisible por el primero.del Siria ads tendremos 

por segundo dividendo al polinamio : N 

124 +44b— 16h" 

y por divisor al'mismo que antes. 

- Efectuando la division de. los. primeros términos, el segundo quo» 


- ciente parcial será 3. Multiplicando todo el divisor por este quas 


ciente, y restando del segundo dividendo el. producto, resultará por 
a residuo, Ó mas bie ¿por residuo. final 

5 ¿19ab—19b*;5. 
y la giiestion habrá E PBadO reducida á buscár el máximo. comun 


* divisor de este segundo residuo. y de. 


qa —sab+b”. 
Notando que en este polinomio tiene la a, es decir,.la,letra que al 
principio de la operacion hemos escogido para ordenar los términos, 


or exponente que en el residuo final, nos deberá este. servir de, 


may 
Pero antes de. 


divisor; y el que antes lo era pasará 4. ser dividendo. 
comenzar esta nueva division, suprimirémos del divisor 1 gab—1 gb”. 
el factor 195 comun 4 todos sus términos sin Ses: factor, del divi: 
dendo; y de este modo tendremos por dividendo ú, 

ya? —gab+b* a 


y por divisor 4 a—b, 
Efectuando la division vemos. que es. exácta; ; y de, ¡consiguiente sa- 
bemos que el binomio 4— bh es el máximo divisor comun de. las dos. 


cantidades propuestas... 
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“Retrocediendo desde esta última division hasta la primera, po- 
demos cerciorarnos no solo de.que el binomio a—b es eféctiva- 
mente divisor comun de los dos polinomios propuestos, sino. tam- 
bjen de que estos no pueden ambos dividirse exactamente: por otra 
cantidad mas compuesta Ó de grado mas elevado que aquel binomio, 
zon otra pies sisdividimos por 4—2 los: dos polinomios 
gas —3a bal —d%, y qa "h— gab* +)? 
los transformarémos en estotras expresiones: 
(ga? +b5)Xa—0)» y Ggabiab" Xa—b);., 
las quales nos estan'indicando que su. máximo comun divisor es 4—bs 
En habiéndose enterado de todo el pormenor delas operaciones 
que hemos executado en el caso anterior, será fácil resolver otros 
muchos. Con eL objeto de exercitarse pueden los principiantes pro» 
ponerse el hallar el. máximo comun divisor. de los polinomios, 
6a + 150tb —qatc* — 1 oa bc”, 
gashb— 270 be —6abc* + 18bhc3;, 
el qual es el binomio ga? —2c*. . : 
49 Quando la letra con respecto á la qual se hayan ordenado los 
polinomios propuestos, tenga el mismo exponente en: muchos tér= 
minos del divisor, ocurre. una dificultad que juntamente con el mo- 
do de superarla darémos á conocer en el exemplo siguiente: 
Propongámonos hallar el máximo divisor comun de los dos tri. 
nomios ] | 
abad yabad 
y los colocarémos como para una division ordinaria. 
Dividendo... 4 2Brac—d |ab—acád”.... Divisor- 


2 
—abrar—ad* E a Qhociónle 
SE 


ResiduO..mme a caco —ad*—d> 

Dividiendo, como es costumbre , el. primer. término: del: divi- 
dendo por el primer término del divisor, resulta por quociente a. 
Multiplicando por este quociente parcial todo el divisor, y restando. 
del dividendo el producto, el. residuo, que debe servir de nuevo, 
dividendo, contendrá un término en el qual se hallará la letra a con. 
el exponente 2, lo mismo que en el dividendo primitivo; por ma- 
nera que despues de la primera. division parcial nos hallamos en el. 
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mismo estádo que antes de comenzar la Operacion; y continuándola 
de este mudo , jamas se terminaría. En efecto, «si considerando “¿1 
residuo como segundo dividendo lo multiplicamos por 5 para que 
su primer término sca exáctamente divisible por:ab, tendrémos está 
segunda division parcial 
Abe+abe—abd —h di abac+d? 
—aba—acd* A 
sd o LS 
ResiduO voor ab adi abd?— bd3 qa 
en Cuya expresion vemos que de nuevo aparece la letra 4 con el exi 
. ponente 2, Ó elevada al quadrado como antes. . 
Para 'precaver este inconveniente observarémos que el divisor 
ab—ac+d'—a(b—=c)=+d*, reuniendo en uñ solo término los 
dos en los quales tiene el mismo exponente la le tra que hemos ele 
gido para ordenar los dos polinomios propuestos. Si ahora hacemos 
para mayor sencillez b-—c—m, se transformarí el divisor en amd? 
y en tal caso será indispensable multiplicar por m'todo el dividendo 
abrad—d, para que su primer término sea exáctamente divisi- 
'ble por am. De este modo tomará la operacion este otro aspecto. 
Dividendo... a*bm+acm—dm| ama d”........ Divisor 


— A bm—abd OT NEEDS UE 


abc cecromo... Quociente 


1." residuo... + actm— abd*— dim 
— ac m—(*d* 


A 


2,” residuO..m.. —abd*—c* de — dimo 

En el primer residuo se ve-que ya ha desaparecido del dividendo la 
segunda potencia de a, y que solo.ha quedado en él la primera po- 
tencia de la misma cantidad. Para hacer desaparecer tambien esta 
potencia, dividirémos el primer término ac *m por am, y resultará 
por segundo quociente parcial e*, Multiplicando por este quociente 
todo el divisor, y restando del primer residuo ó segundo: dividendo 
el producto, resultará el segundo residuo. Considerando ahora á este 
segundo residuo como un tercer dividendo, suprimirémos: de todos 
sus términos el factor comun d*, que no se halla en todos los térmi= 
nos del divisor, y para poder efectuar la division: los multiplicaré- 
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mos de nuevo por mm. Así: tendiémos que hacer esta tercera opera» 
«cion parcial: 
—abmmmin—dm” | amd 
+abm=+bd* 02 4 


a 


ResidiO.ioroasacoro bdo m— dm”. | 

No apareciendo ya en este último residuo la letra a, es de in- 
ferir que esta letra no debe entrar en la expresión del divisor comun 
que buscamos, si es que existe. 

En habiendo. Jlegado 4 este punto, nos es imposible: conservar 
ordenados los términos y continuar la division con respecto á ¡a le. 
tra a; y puesto que el divisor comun, si lo hay, debe ser indepen- 
diente de esta letra, es consiguiente que no solo haya de dividir 
exáctamente al residuo 

co dd — ¿mm — dm? 
y al vor od amd”, É 
sino tambien á cada uno de los términos de estas cantidades con se» 


paracion, Porque en general , siempre que los términos de un polino» 
mio qualquiera esten. ordenados con respecto á una letra, en siendo 


exáctamente, divisible. todo el polinomio por una cantidad en cuya 
expresion no. entre aquella: letra, tambien será. exáctamente divisible 
por la misma, cantidad cada uno de los términos de por sí, 

., Para ¡convencerse de la verdad de este principio basta reflexionar 
que no hallándose, como, se supone, en el divisor Ja.letra que-se ha: 
escogido para ordenar los términos del polinomio, debe aparecer en 
el quociente, la misma letra con los mismos exponentes que'tenia en: 
el dividendos. y por la inversa, hallándose en este y en el quociente 
la, misma, letra con. los, mismos exponentes , la diferencia que exista. 
entre aquellas cantidades, no puede ser otra que la: de que en el di- 
videndo cada potencia de la letra ha de estar multiplicada no sola: 
por la cantidad que la mpltieliaye en el. quociente, sino. tambien 
por todo el divisor. 

A fin de queno quede oscuridad. alguna « en este razonamiento, 
supongamos que habiendo dividido f por una. cantidad. monomia ó po” 
linomia M, en cuya expresion no entre la letra a, 4 un polinomio 
cuyos términos estaban ordenados con respecto á la letra a, haya 


H 
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resultado este quociente exácto y ordenado con respecto 4 la misma 
letra: Asrt+Bat+Ca*+Dar+E; 
en cuya expresion las letras mayúsculas 4, B, C, D, E represen- 
tan cantidades monomias ó. polinomias independientes de la letra a, 
Si ahora multiplicamos por el divisor M todo el quociente, vendré- 
mos en conocimiento de que el polinomio dividido es el siguiente: 
MA*+MBa+=MCapPMDaRME; 
en él qual es fícil observar que no contiene mas ni ménos potencias 
de a que el quociente; y que el coeficiente * de cada una de estas 
potencias es exáctamente divisible por la misma cantidad M, por la 
qual suponemos exáctamente dividido todo el polinomio. Habiendo 
demostrado esta proposición, volvamos á nuestro asunto. 
Si tanto en el residuo 2d? —cm — dm” como én el divisor am--d* 
restituimos el binomio ¿=—c en lugar de la letra m que lo represen- 
ta, aquellas expresiones se transformarán en estotras: 
E E 
alo +; | 
y viendo que ¿—c y d* no tienen “divisor alguno comun , podemos 
estar ciertos de que tampoco lo tienen los dos trinomios primitivos, 
Sino hubiésemos podido conocer 4 primera vista que las canti= 
dades b—=c y d* no tenian divisor alguno comun', habríamos tenido 
que hacer esta averiguacion por el método general de las divisiones. 
sucesivas; y suponiendo que lo tuviesen, y lo hubiésemos hallado, to - 
davía nos restaba exáminar si podria dividir exáctamente al polinomio 
dio o)—dlb—cy. , 
go En vez de dexar para el fin de la operación el averiguar si-log 
dos polinomios propuestos tienen ó no algun divisor comun indepena 
diente de la letra que haya servido para ordenar sus términos, es 
mucho mas ventajoso hacer antes de todo esta investigacion, porque 
de lo “contrario se van complicando mas y mas los residuos de las 
diferentes divisiones parciales, y 4 consegiiencia va siendo cada vez 
mas penoso el cálculo. ta 
1 Aunque ($. 17) hayamos asignado la denominacion de coeficiente al 
factor numérico que entra en la composicion de un término, se suele con 
freqiiencia dar el mismo nombre 4 qualquier factor Ó á qualquier combina- 


cion de factores que en un término acompañen á una letra que por alguna 
razon es mirada como la principal, 


Y 
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o ARO por nesemplo hallar. el máximo divisor comun de. 

los polinomios : ; 

atb? pat ata math — bet 
don atb ab? A b8 año — abe— bos: 
y ordenando, sus términos .con, respecto: á la letra, clouaicóna esta 
formas; en o Ísi918q 2 Morro BOAIZO: sE Fisidesr Cl 3) 101 
A iD) at (0 bc) al ado tb sion 
él id a dfn ah 

- Ahora bien «sivestos polinomios:tiénen algun divisor comun en 
cuya expresion no:entre'la letra a.,.cada uno. de los coeficientes de 
las diferentes potencias de la misma: az será exáctamente divisible por 
el mismo divisor comun de los polinomios ($+ 49)» y de consiguien- 


DO * 


«te lo serán tambien los dos binomios finales b%c* BA y bé bcn 


que se pueden mirar como, coeficientes dea”. | 
Comenzando pues nuestro exámen por los, coeficientes .. =: 
y bc de las potencias mas elevadas de 4, indagarémos primera- 


mente si tienenuno ó, muchos. divisores, comunes; y, despues verémos 
si todos los demas cocficientes de las:otras potencias de a son. exác- 


tamente divisibles por la misma cantidad que aquellos dos prime- 


ros; €S, decir, si el divisor comun de.los binomios »?—c* y b—c lo 


es igualmente 

de b3—bc* y bes de pt pe y =P JUNO 
Dividiendo DB—eé* por b—=c tesulta el quociente exácto + 'es 
pues ¿—c divisor comun de Tos binomios 2—c* y b=c; y no 
pueden estos tener ningun otro “divisor comun por quanto ¿=—c no 


es exictamente divisible sino por sí mismo y por la unidad. Ahora 
solo nos resta ¿veriguar si:b—c es «divisor comun: de los demas-coe- 


ficientes de las otras potencias. dea. Lo es.en efecto, como lo com= 
prueba el que; «dividiendo por PE los dos polinomios propuestos, 
resultan los quocientes exactos | 
(recae (9 +bc) a+ Prbze; 
a+ ba + bp. ' , 

A fin de reducir, si es posible, estas bltimas expresiones 4 ma- 
yor grado de sencillez, convendrá exáminar si la primera de ellas es 
exactamente divisible por el binomio ¿=+c coeficiente de a*. Viendo 
que lo eg, y no siéndolo la segunda, efectuarémos aquella division, 

TOMO II. E 


' ' 
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y así tendrémos estas Otras dos expresiones” bastante sencillas: 
atetatR+Rlbc, 
a+rbasnb; 

cuyo maximo divisor comun nos propondrémos por último'hallar, 

'Efectuando para:ello las operaciones que prescribe la regla genes 

ral ($. 48) resultará de la segunda division parcial un residuo que 

no tiene otra potencia de «sino la-primera; y no siendo. divisor co- 

mun de las dos cantidades este segundo residuo, se infiere que la 

letra 4 no entra en la expresion' del maximo divisor comun de los 


dos- polinomios primitivos , y que de consiguiente no tienen estos 


otro divisor comun que el binomio ¿= «, 

Si ademas de este hubiésemos hallado algun otro en cuya expre- 
sion entrase la letra a, habria sido necesario multiplicar uno por otro 
para tener en el producto el máximo divisor comun que buscábamos. 

- Estas observaciones podrán ser suficientes para hallar sin gran 
dificultad el máximo comun divisor de dos polinomios qualesquie= 
ra, mayormente quando se haya adquirido algun manejo y expedi- 
cion en las operaciones al 


-g1 Las quatro operaciones fundamentales, es decir, 
la adicion, la sustraccion, la «multiplicacion y la division 
se efectúan , del modo. que es posible , con las fracciones 
algebráicas lo mismo que con las aritméticas ; sin otra 
diferencia que la de observar, en todas las operaciones 
qué prescriben las reglas establecidas para -estas , los 
preceptos que en los capítulos anteriores hemos dado 
para sumar, restar, multiplicar y pártir las cantidades 
algebráicas. Nos limitarémos pues á recordar aquellas 
reglas, aplicando cada una de ellas á un solo exemplo; 
y comenzarémos, como en la. Aritmética, por la multi- 
plicacion y la division de las fracciones , porque estas 
dos operaciones no requieren ninguna: transformacion 
preparatoria. 
1. Por lo que respecta:4 la multiplicacion : 


A ad A A a .. a .s e A EE AE A 
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1% Dai -+ (Aritm.5.:67.y 70) 


] + ió ¿(Aritm. 5.72). 
2,2: Por:lo-qu coa! la:division:-:5::: 
E OS -=f CArión. $ Ey 
IS BA 


Sox =Z (Aritm.$.75) 
lado po a DN 
=— ( Artim.K. 76). 
be C NN $ 7 ) 
3. Las fracciones —. + , reducidas á un co- 


mun denominador se transforman en estotras : 
a 


do E . as 
C 177 ) +5 ¿CAritm, $. 80 ). 


e. . a € e £_ 
Las fracciones A A transforman, 


d ñ 
por. medio de igual. reduccion , en las siguientes: 
Aa: ebfh ebdh gbdf 
bdfh * dbfh * fodk * hbaf. 
52 El método que expusimos (Aritm. $. 81) para 
obtener en ciertos casos un denominador comun mas 
sencillo que el que por la regla general resultaria,pue- 


de aplicarse fácilmente 4 las fracciones algebráicas, Si 
v 


estas fueren, por exemplo, La , Es , será muy fácil 
be bf 

ver que los dos denominadores serian enteramente igua- 

les si f fuera factor del primero, y c lo fuera del segundo, 


Se reducirán pues las dos fracciones propuestas á un co- 


mun denominador, multiplicando los dos términos de la 
primera por f, y los de la segunda por e; con lo qual ten- 


- 


Ñ 
"p 
!l 
1 


7 
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ahf 
—) , mas:sencillas. que ES 


af 
Dep + 5 Def? 


drémos las. fracciones + 
bed 
bbc 
Generalmente, reúndnse cen un: producto todos ls 
factores, diferentes que se. hallen en los denominadores de 
todas las fracciones propuestas, y así se tendrá el de- 
nominador comun de todas ellas; despues multiplíquese 
el numerador de cada fraccion por todos los factores de 
aquel producto que mo se: hallen en el denominador pri- 
mitivo de aquella fraccion, Y así. se tendrán los nuevos 
numeradores., id 


que por la regla general hubieran resbltado.. 


Si las fracciones fueren, ¿por exemplo, pa it » 
ne HS 


_ y formarémos el. producto, D'ofg, y este deberá ser 
C 
> bo comun; despues multiplicarémos el nu- 
merador de la primera fraccion por fesel de la segun- 
da La beg, y el de la tercera por h AE asi í resultarán 
afg bedg . _PEf, 
Peg” Pela PE 
-+Si: en el: denominador primitivo de alguna de las 
di Gas propuestas estuviesen reunidos como factores 
los: denominadores de todas las demas, solo habrá que 
executar la segunda parte de la regla anterior. 
53. Por lo que hace á la adicion de las fracciones 


| bs : 
que tengan un mismo denominador, como S» > - 


iris a cu abreo 
Camaras adi E ce. A ad 


es decir, se suman los numeradores:, yá la suma se 
lé pone. el: denominador. comun. 


>  _zvp.Ó roce AS 
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Por loque respecta á la sustraccion de las fraccio» 

nes ana un mismo. denominador, como si hubié- 

semos de restar = de — será = — 2 = > ; es de- 

cir , restarémos del numerador del minuendo el del sus- 

traendo , y al residuo le- pondrémos el denominador 
comun. 

Si las fracciones que se hayan de sumar Ó restar: no 

túuvieren un: mismo a ES serás re fácil hacer 


que lo tengan. 
Finalmente, por lo nda 4 ls reducciones de 


EpEnOLES mixtas á fracciones, pe de contrario, será 


b ac b 
at — == — = 
» A AA Cc 
E b ac b ze 
AAA 
c € o e ; 
1) b ac b—ac 
— a A ZA A 
c a a. 6, 
Por la inversa: 
ac. ac b 
LA + — TH — 
A a 
ac—b ac b b 
JA 1 7 a q. a a 1 
b=ac _ > b ac b ¿ 
al 250 a a a : 


e ua 


En todos los exemplos que hemos propuesto son: 


monomios los términos de las fracciones;.en caso que 
sean polinomios se execútarán las mismas operaciones, 
observando para ello-las reglas establecidas para la adi 
cion, sustraccion,. multiplicación y division de las can- 
tidades complexas.. Así que 


ib 
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a+rbcaop (a Aral SS e! as —a br abi p3 
A E AAA A 
sb ab _ “4D id CA +0) (c—d) 
A AS IC DS Aa 


ai+R—biad—bd 

ac +ad— be >bd 
y así de todas las demas operaciones 488 suelen execu- 
tarse con los quebrados. 

54 ¿Quando los principiantes Bajan .comprehendido 
todo lo que hasta aquí hemos expuesto, y:sobre todo 
quando hayan adquirido cierta expedicion en la execu- 
cion de las operaciones que hemos enseñado 4 hacer con 
las cantidades algebráicas, se hallarán en estado de re- 
solver qualquiera equacion de primer grado por com- 
plicada que sea. 

Si, por exemplo, de la propuesta de alguna qies- 
tion se lis deducido la equacion siguiente : 

(a+rblMux—c) 

a—b 3a+b ? 
lo primero ES harémos será hacer desaparecer los de- 
nominadores; é indicando las operaciones que debemos 
executar para ello ($. 13), será: 
Ca+bi(2—0)(3a+b)+4b (ab)(34+b)= 

22(a—b)(34+b)-ac(a—b). 
Efectuando ahora las multiplicaciones indicadas, resultará: 
34 1+44bx+b*130*4gabibt+120*b=84b*—4b= 
62*r—¿4abr—2bi—a*c+abe. 

Reuniendo por medio de la trasposicion en un solo 
miembro todos los términos en que se halla la.x, y en 
otro todos los términos que no contienen esta letra, y 
reduciendo términos semejantes tendremos estas otras 
equaciones: 


3 


+4b= 21 — 


DA A A 


O 
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—304 Babes ltai—iatc+gabiebrc—120tb480b 04 40%; h 

3h 8abe—30ta20 04 gabeo+bte—120*%b+8abiH 4085 

(30484 —30%)=20%0 + 5abo+b?c—120*b+8ab? +4b3; 
y últimamente, 7 
22 gaberbtc1 2474 8Babi+ abs 0151 
e — A e 

2 3bt4dab—3a? cio op) 


De las equaciones del primer grado.que tienen dos tn- 
sógnitas; y explicacion de ciertas expresiones que resultan 
de los cálculos algebraicos. 


85 — Enlas qiiestiones que al principio de este tras 1 
tado hemos resuelto con el auxilio de los símbolos alge- 

bráicos, tan solo:una de las.letras de que nos valíamos 

para representar todas las cantidades de que hacia men- y 
cion la propuesta, denotaba una cantidad desconocida; A 
y todas las demas letras eran símbolos de cantidades co. 
nocidas. Á veces es mucho mas cómodo representar dos. 
de las cantidades incógnitas con dos letras distintas; y en 
tal caso es absolutamente necesario que. la prophesta 
contenga explícita Ó implícitamente dos equaciones ,-inz, 
dependientes la una de la otra; pues de lo contrario no 
se podrán determinar los valores de las incógnitas, ..; 

La qúestion, por exemplo, que propusimos ( $. 3), 
enunciada en los términos en que se halla al fin del Ó. 4, 
nos está á primera vista indicando que en ella podemos 
emplear dos letras distintas para representar los dos nú- 
meros desconocidos. 
En efecto, si designamos 
por x al número menor de los incógnitos;;'.... 
por y al mayor; +. E 
por a la suma de ellos, conocida ; 


TIA 
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por bla diferencia de ellos, tambien conocida;- 


la pi nos da estas dos equaciones: 
AÑ A 


y=x=b. 


— Aunque ninguna de estas dos equaciones es por sí 


sola suficiente para determinar el valor de ninguno de 
los números desconocidos; si en qualquiera de ellas des- 


pejamos una de las incógnitas, por exemplo en la se= 


gunda la y, resultará: 
| y= =b=+w.x. 

Esta última equacion no nos da á conocer, es ver- 
dad, el valor que buscamos de la y, ó loque es lo 
mismo, del número mayor incógnito ; pero nos hace ver 
que la combinacion ó binomio h=+ + es equivalente á 
la y. Si pues en la primera equacion sustituimos:el bi- 
nomio bx en lugar de la y, se transformará aquella 


equacion en otra que no tendrá mas incógnita que la x; 


y dela qual podrémos por el método ds A de- 
ducir;el valor de esta incógnita. - | 


drémos:' 
a+rb=rx=a 
:Ó Ho qua lo mismo, 2:+b=a 
20 2ax=a—=b 
ab a b 
Arias WA A A A, 
2 2 2 


Sustituyendo ahora esta expresion del valor de x 
en la equacion 


y=b=wx, 
resultará: | ti oral 
. AMES E co MAA A 
q 2 2 ya 2 2 


En efecto, hecha que “sea la: sustitucion: ,” ten=: 


NS in rd 


=> 
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Así que, tendrémos de los números que busca- 
mos las. mismas expresiones que antes habíamos halla: 
do ($. 3). No podia menos de ser así, en atencion á 
que si bien se reflexiona, la última solucion no se dife- 
rencia de la anterior sino en que en la una'se ha traduci- 
do al lenguage algebráico una equacion que en la 'otra' 
habíamos expresado en lenguage vulgar; pero de ella, 
expresada de uno y de otro modo, hemos deducido que 
el mayor número desconocido era equivalente á 2+b». 
56. "He aquí otra qiiestion: dogsatÍ 
vw Un artesano ha estado trabajando 12 días en una 


obra; y tanto por sus jornales como por los de un hijo 


suyo que ha trabajado en la misma obra por espacio 
de siete días, ha recibido 222 reales. Velviéron á traba - 
jar él por espacio de ocho días, y su hijo por el de cinco 
dias; y ganando iguales jornales que antes, ha recibido 
15.0 reales, Se pregunta: ¿quántos reales ganaba día- 
riamente el padre, y quántos el hijo? 

Representemos por x el número de reales que el 
padre ganaba por diaz y por y el número de reales que. 
ganaba diariamente el hijo; 

12 jornales del padre vendrán á ser 12.7 reales; 

7 jornales del hijo serán 7 y. 
Tendrémos pues con arreglo á la propuesta de la-question,- 
121 +7/=222, 

8 jornales del padre serán 8 y; 
5 jornales del hijo serán 5 y; 
y de consiguiente 8x=+$gy=1 $0. 
- Discurriendo como en el exemplo anterior, deduci- 
rémos de la. primera equacion 
20222 tag 
cil 7 | 
TOMO 11, Q 
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Multiplicando por g esta última expresion, y sus- 
tituyendo el producto en lugar del término 5 y de la 
segunda equacion, se transformará esta en estotra : 
ea 1110—.60% 


e =.150,, 


la qual no, tiene ya mas. incógnita que la x; y resol- 


viendo la última equacion, tendrémos, estas. otras: 
561+I110—60r=10805 
| TIIO — 4% =108$0. 
Trasponiendo. al segundo miembro el término. sus-- 


tractivo 41 con el fin de hacerlo, aditivo, Ó.mas bien. ' 


con el de quitarle el signo, tendrémos:. 
1II10—.1050—=40.. 


Sin necesidad de trasponer al segundo miembro el 
término sustractivo 4%, pudiéramos. haber deducido de. 


la equacionl 110 —44=10$0, que 4=I110—10$0. 
=60, en. habiendo advertido que 4x representa el sus- 
traendo, 1110 el minuendo, y Logo el residuo; y te-. 


niendo presente que todo sustraendo es igual al minuens. 


do menos, el residuo... 
Si pues 42 =060, será =— e - A 


Ganaba pues el padre 15 reales al dia; y sustitu-. 
yendo. este. valor en la expresion que antes hemos halla= 
222-112 7 
do, y= A se transformará en, 
MAA TG 222 180 2420 
ET AAA E 
Son pues. 6. reales. los que el hijo. ganaba por dia, 
87 Si observando á la letra la regla general de la 
trasposicion de términos ($. 10), hubiésemos dexado 
solo en el primer miembro el único término — 4.x en 


a ES 
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que se halla la incógnita, hubiera resultado 
—41=10$0—I1110; 
y Puesto que 1110 equivale 4 105060, esta últi- 
ma"equacion se hubiera transformado en estotra : 
| —41=10$0—105$0—60 
y. por último en estotra: 
| —4r=-=60. 

Así hubiéramos venido á parar 4 una equacion, en 
la qual tanto el primer miembro como el segundo son 
sustraendos sin minuendo alguno; y acaso no habríamos 
sabido descifrarla. Ahora que ya sabemos que de la 
equacion I110—41=10$0 
se deduce seguramente que 41=1110— lo ¿o=00, 
Podrémos venir en conocimiento de que la equacion 

-—4x0='60 
nos quiere decir que lo mismo es restar de qualquier 
minuendo la cantidad 42 que-restar 60; y en una pala- 


bra que 4x es lo mismo que 60; y de consiguiente-que 


u=1If. 

De aquí podrémos deducir que generalmente tene- 
mos facultad de el los signos de los términos de 
uno de los miembro de una equacion, con tal que cam- 
biemos los de todos los términos del otro miembro. 

58 Antes de buscar con el auxilio de las letras la 
solucion general del problema Propuesto ($. $6) exá- 
minemos aun otro caso particular del mismo problema. 
Supongamos que se nos diga que la primera suma co- 
brada por el artesano fue 1 38 reales, y la segunda 90; 
y siendo las. mismas todas las demas circunstancias de la 
question, se nos pregunte como antes, ¿quánto ganaba 
el padre Y quánto el hijo por dia? | 

as equaciones de esta nueva question serán: 


3 


—. - de 
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> 12%+7)=1385 
81 +$y=90. 
De la PAINE se deduce que 
138=12% 

APOT: 
Multiplicando, por g esta última expresion, y: sustitu= 
yendo el producto en lugar de gy en la segunda ES 
cion, se transformará en estotra: 


6go — 60: 
A 


+ 


Multiplicando por 7 para que desaparezca el denomi- 
nador, resultará: 

s6x+690—60x= 630. 
y de consiguiente 
561607 = 630=690 
ó-cambiando los signos de ambos miembros para que los 
minuendos sean, como deben ser , mayores que los sus- 


traendos:' -60r=56x=690 6305 
y efectuando las sustracciones : 
41=60605 
de- dotide «se: deduce: d 
60 pi 
x= — zz = 1 
y 5 


siimelendo: «este valor de la x en la expresion que.an- 

tes hemos hallado del valor de y, resultará : 
138—180  138—138—42%_ —42 
A E ET 

La expresion que acabamos de hallar del valor de y nos 

está indicando que de 138 se ha de restar 180, y que 

el residno se ha de dividir por 7; pero siendo absolnta- 

mente impracticable la'sustraccion, ¿qué querrá decirnos 


aquelká formula ó “está otra, á la qual viene á reducirse 
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— 42 2 4 


Ma E 
Ya sabemos lo que significa una combinacion de dos 
cantidades, en la qual la que tiene: antepuesto el sig- 
no — es menor que la otra; pero quando la cantidad sus- 
tractiva es mayor que la otra, y sobre todo quando está 
enteramente sola, ¿qué podrá esto significar? El mejor 
medio de aclarar esta duda será retroceder á las equa- 
ciones primitivas que la han originado; pues siendo es- 
tas una verdadera traduccion de la propuesta, será mas 
fácil descubrir en ellas las circunstancias de la qiiestion 
que han ocasionado la dificultad de que tratamos. 

Si en la primera equacion 

¿ 122+7y=138 

sustifulmos en lugar de la x su valor 1 5, se transfor=" 
mara en estotra : A 


1 


] 180+7y=1383 

la qual nos dice que los jornales de solo el. padre im- 
portaban mas que los del padre y del hijo juntos; y 
siendo esto un absurdo, es claro que la propuesta en- 
vuelve condiciones incompatibles. 

Si en la segunda equacion primitiva hacemos igual 
sustitucion, resultará qe 

ES ? 120+8£/=90, 
la qual nos está indicando el mismo absurdo que la an- 
terior. 

Vemos, pues, que de la propuesta se infiere que: 
lós jornales de solo el padre importaban mas que los del 
Padre y del hijo juntos: y de consiguiente podemos estar 
Ciértos de que la qiiestion es absurda, y su solucion en- 
teramente imposible. Pudiéramos muy bien quedar sa- 
tisfechos con haber descubierto esta verdad; pero si em- 
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peñándonos en profundizar mas, nos propusiéramos ave. 
riguar qué alteracion deberian padecer las condiciones 
para que conservándose los mismos números dados re- 
sultase una question sin absurdo alguno, no. seria difícil 
echar de ver que si el hijo hubiese disminuido con sus 
gastos el haber del padre, en vez de aumentarlo con sus 
jornales, hubiera sido necesario restar de la suma que el 
padre habia ganado todo lo que importaban las expen- 
sas del hijo; y ya entonces no habria incompatibilidad 
ni contradiccion alguna en la propuesta, ni de consi- 
guiente en las equaciones procedentes de ella; pues en 


tal caso serían: 


180—7y=138 

120 — $) =.90;5 
y de qualquiera de ellas se deduciria que 

F=003 

lo qual quiere decir que así en cada uno de los siete dias 
de la primera temporada como en cada uno de los cinco' 
de la segunda habia ocasionado el hijo un gasto de 6 rea=. 
les; y de ahí es que el padre, sin embargo de ganar 1 5 
reales diarios, no habia sacado de producto neto en los 
doce primeros dias mas de 138 reales; ni en los ocho se- 
gundos mas de go. 

Ahora no será ya difícil presentar la propuesta de la 
question en términos que no envuelva contradiccion al. 
guna, y que sin alterar los números dados sea posible 
su solucion. 

Un artesano, dirémos , ha estado trabajando doce 
días en una obra, y por haber tenido siete dias en su com. 
pañía á un hijo suyo que gastaba una parte del jornal 
del padre, no ha ventdo este á recibir al finde la tempo- 
rada mas de 138 reales. Volvió á trabajar en la misma 
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obra por espacio de ocho dias, y á causa del gasto que 
en cinco días le ocasionó su hijo, no percibió al cabo dé 
esta segunda temporada mas de 9 o.reales. Suponiéndose 
que en ambas, temporadas. ha sido uno. mismo el jornal 
del padre, y que tambien lo ha sido el gasto diario del 
hijo , se pregunta: ¿quánto ganaba el padre, y quánto, 
gastaba el hijo en cada dia? 

Designando por x el número de reales que el padre 
ganaba, y por y el de los que gastaba el hijo, las equa- 
ciones propias de. esta. qiiestion serán : : : 

124—77/=138;, 
S1—$) = 90. 
Deduciendo de la segunda, por exemplo, que: 
E EEES 
multiplicando esta última expresion por 12, y sustitu- 
yendo el producto en vez de 12% en la primera equa- 
cion, se. transformará esta en 
1080 + 60 y 
8; 
y de esta. última se deducirán estotras: 
1080+60y—56y=110g; 
4)=1104— 1080= 243. 
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24 
Y=—- 0. 
A, 
Sustituyendo, este, valor de y en la equacion; 
EOS 
== 
| o-+30: | 
se transformará en == 22539 __10-_, E 


8 na 
¿Ganaba pues el padre 1 5, reales,, y gastaba. el hijo 
6 reales en cada dia. 


A A AA A A A A A A A A A A A A A A 
ON E 
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59 Aunque un resultado absurdo de un razona- 
miento bien formado no arguya por lo comun otra cosa 
sino lo absurdo del principio sobre que está fundado; 
siempre que hallemos para valor de una incógnita un 
número que tenga antepuesto el signo —, es decir, un 
número que indique ser sustraendo sin minuendo , no solo 
inferirémos que la qiiestion, en los términos en que se 
nos haya propuesto , envuelve alguna contradiccion é in- 
compatibilidad en sus condiciones, sino tambien que en: 
rectificando alguna de estas, habrá de resultar otra 
qúestion análoga á la Primera, sin absurdo alguno, y 4 
la qual dará solucion el mismo número que antes he- 
mos hallado. La rectificacion que en tales casos es nece= 
sario hacer en las condiciones, se reduce á que se deba 
sumar alguna cantidad que la propuesta nos mandaba 
restar, ó al contrario; ó á que deba ser:minuendo el que 
la propuesta nos indicaba como sustraendo, y vice versa. 

Supongamos, por exemplo, que habiendo resuelto, 
primeramente la qúiestion propuesta al fin del 6. ante- 
rior ,,¡nos propusiésemos en seguida la del $. $6 en la 
hipótesi de que el hijo habia disminuido con sus gastos . 
los salarios del padre; en cuyo caso las equaciones fun- 
damentales serian : 
12:—7/=222; 


81 — 5/=1505 
de las quales vendríamos á deducir finalmente que - 
A E rl bi 
e To 


Esta última expresion nos indicaria que la propues- 
ta de la qiiestion contenía algun absurdo, ó lo que es lo 
mismo, condiciones incompatibles; y si tratando de des- 
cubrir quál sea el absurdo que la propuesta contiene, 
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sustituimos en las equaciones primitivas él valor de x, 
se transformarán en estas otras: | 
I80—7y=222; 

120—$y=1$0. px 
«Estas equaciones nos hacen bien perceptible: el ab- 
surdo que deseábamos conocer; pues es bien manifiesta 
la imposibilidad de que despues de quitar de 180 una 
cantidad qualquiera haya quedado de residuo 222; y 
despues de quitar de 120 otra cantidad qualquiera, por 
pequeña que sea, haya quedado de residuo 150. En 
la suposicion de que los números 180 y 120 sean ver- 
daderos, es absolutamente imposible deducir de ellos los 
resultados 222 y 10 por sustraccion; es indispensable 
por el contrario hacerles alguna adición, y de consi» 
guiente la propuesta de la qiiestion y las equaciones 
fundamentales deberán ser las que ya hemos: visto 
($. 56 ); de las quales hemos dedixcido quer=1g;3y= 
L—5. Ñ: ao | | 
Siempre que á causa de haber alguna incompatibi» 
lidad en las condiciones del problema, resulta sustractivo 
el valor de alguna incógnita, se dice que la solucion es 

negativa. | OS | | 
60 Por medio de estos exemplos podemos venir en 
conocimiento de que las qiiestiones del primer grado 
pueden contener: ciertas condiciones incompatibles, ó 
sean ciertas contradicciones, que el Algebra no solo nos 
da 4 conocer conduciéndonos 4 un resultado sustractivo 
ó con el signo —, sino que tambien nos indica el modo 
de rectificar las propuestas , haciendo sustractivas a] gunas 


cantidades que se habian Supuesto aditivas, ó al con. 
trario. uo! 
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Esto es-lo que se debe entender quando se dice que 
las soluciones negativas resuelven los. problemas en un 
sentido contrario al de sus propuestas; y aunque en rea- 
lidad el problema. propuesto, que suponemos absurdo, 
sea muy distinto. del problema: rectificado y libre de to- 


da contradicción, se les mira sin embargo, como. idénti. 


cos, porque ademas de contener ambos, los; mismos nú- 
meros. conocidos é incógnitos , para: pasar del uno al otro 
y hacer útil la solucion negativa, Ó por mejor decir, para 
que la solucion, dexe «de ser negativa , basta una mera. 
mutacion de los signos + y —.. 

61. . Aunque estos signos no. designáron en su pri- 
mitiva institucion: sino las operaciones de sumar y restar; 
quando. se echó de ver que de la resolucion. de las equa-= 


ciones, resultaban en. ciertos casos. para: valores. de las ¡n= 


cógnitas números con el signo.—, es decir,, números que 
se debian, restar sin haber de qué, po se contentáron los. 
algebristas con haber conocido por este: medio que las 
qúestiones que. los habian conducido 4 estos. resultados. 
absurdos, eran. imposibles, ni tampoco. con. haber des- 
cubierto el modo de rectificar las condiciones para que: 
desapareciese la. incompatibilidad: que. antes habia; sino. 
que ademas, hiciéron este. razonamiento: 

Si.de-un. problema. bien, puesto:.en equacion se de- 
duce. que una. incógnita. debe ser=—-6 , por exemplo,, 
es consiguiente que si mirando. como un. símbolo de una 
cantidad á la combinacion:—6. del guarismo, y del signo 
que le antecede, la sometemos, á todas. las. operaciones 
indicadas en. la qiestion , el resultado. deba satisfacer á 
esta segun:esté propuesta, y sinmecesidad de variar pre- 
viamente ninguna de sus condiciones. 

Sirva de exemplo la misma qiiestion que hemos 
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propuesto ($. ¿8). Despues de haberla traducido fiel- 
mente al lenguage algebráico, y haber deducido de las 
equaciones en que la hemos transformado , que 


o 42 
deberémos inferir que si executamos con el húmero 15 


e , 


y con la expresion , bien que absurda, —%. las Opera- 
ciones indicadas en la propuesta, y representadas en las 
equaciones AAA TZ 8 


8x+$y= 90, 


los resultados deberán «Ser exactamente conformes á lo 


que la misma propuesta requiere; pues de lo.co ntrarjo, 
no estarian bien deducidos los valores de y é e 
Sustituyendo primeramente el valor de 1, se trans- 
formarán aquellas dos equaciones en estotras: 
180+7/=138, 
120+5)/=090. 
Solo nos restará ahora sustituiren estas dos últimas 


equaciones la expresion 4% que hemos hallado del 


valor de y. Al efectuar esta sustitucion nos ocurre la di. 


ficultad de que no siendo ninguno de los símbo- 


los que conocemos de las cantidades, no. sabemos cómo 
executar con aquella expresion las operaciones ind icadas 
en las dos equaciones. A 

Para superar esta dificultad se ocurrió efectuar por 
via de ensayo estas operaciones, haciendo uso de las re- 
glas de los signos establecidas CS. 31 Y 43). para 
los símbolos de las verdaderas cantidades. Conforme á lo 
prescrito en aquellas reglas, se tuyo 4 —6 por equiva- 
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lente 4 4 ; en lugar de 7 y se sustituyó —42; 
7 $4 


y en lugar de $ y se sustituyó —30. 
De este modo y haciendo uso de la regla q de los 
sn ($. 18 ), se transformáron las equaciones en 
18042138; | 
_120—30=090; | 
las quales son rigurosamente verdaderas, y las mismas 
que hemos hallado despues de haber rectificado las con- 
diciones de la propuesta, y haber hecho desaparecer la 
incompatibilidad que en ellas habia. 
Asimismo, despues de haber deducido de las equa- 
ciones que hemos formado ($. 59), 
12%—7y=222, 
| SUE 150, 
que los valores de las 1 See eran 
—ar. 
a | E = 
si sustituimos estos valores, deberán resultar las cantida- 
des que la propuesta requiere. | 
Sustituyendo primeramente, el valor de ES que no 
oírece dificultad alguna, tendrémos': 
180—7/ 222, 
120—$/=1$0. 
Si ahora en lugar de 7y ponemos — 42, 
y en lugar de Sync 305 
si teniendo ademas presente que en las equaciones estan 


indicadas dos sustracciones, hacemos uso de la regla de 
los signos establecida ($. 10% se o las úl 
timas equaciones en estotras: | 


180+42=222; 
120+30=I1505 
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las quales son verdaderas y las mismas que resultan de 
la propuesta del problema , segun se halla enel $. 80) 
es decir, corregida y sin que haya contradiccion ó in- 
compatibilidad alguna en sus condiciones. et 

Luego que se observó que la aplicacion de las re- 
glas de los signos á estas expresiones absurdas proceden: 
tes de qijestiones imposibles producia resultados verda- 
deros, fuéron miradas aquellas expresiones como una 
cierta especie de verdaderas cantidades; se las designó 
con'el nombre de cantidades negativas; se las sometió 
4 todas las operaciones del cálculo; y se dixo que si las 
soluciones negativas indicaban un error'en la propuesta 
de la gijestion, el Algebra lo corregia, 

62 Puesto que las cantidades negativas resuelven 
en cierto.sentido-los problemas de donde han dimanado, 
conviene exáminar el modo de emplearlas en los cálcm- 
los y establecer reglas seguras para efectuar las opera- 
ciones que las qiiestiones puedan exigir que se executen 
con ellas. A 

Las reglas de los signos establecidas (66. 18, 20; 
31 y 43) no'se han demostrado hasta ahora en el án: 
puesto de que las operaciones se hayan de executar con 
cantidades sustractivas aisladas. Establecimos, por exem- 
plo, que si de 4 hubiésemos de restar la cantidad repre- 
sentada por la combinacion b—c, el residuo debia repre: 
sentarse por a—b-=+01; pero no hemos hecho ver que si 
de a se ha de restar la cantidad, si puede así llamarse, 
—c, el residuo deberá representarse por a+c. Pudiera 
ciertamente decirse que el razonamiento que hicimos 
Para demostrar la exáctitud del residuo a—bw+c, era 
independiente de la magnitud de las cantidades repre- 
sentadas por estos símbolos, Y que de consiguiente debia 
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tener lugar aun quando llegase 4 ser. b=o0, con lo qual 
la expresion bc se reduciria 4.=c, yla combinacion 
a—b-=-cquedaria reducida á 4-+c. Pero acaso no satis- 
fará á todos esta prueba; y como la teoría de las canti- 
dades negativas ha venido á seruna de las mas impor- 
tantes del Algebra, y ha dado ocasion á vatias disputas; 
es necesario apoyarla sobre los fundamentos mas sólidos 
que sea posible. Para conseguirlo retrocedamos al orígen 
de las cantidades negativas. ia 
Todas las que'se llaman cantidades negativas pro- 
ceden de sustracciones-en las quales el sustraendo es ma- 
yor que el minuendo; y como la mayor cantidad que se 
puede restar de otra sea la'igual á ella, en cuyo caso 
el residuo es cero; quando se nos manda quitar de una 
cantidad otra mayor hacemos mas palpable la imposibi- 
lidad de executarlo,, indicando quánto falta para que; el 
minuendo sea igual al sustraendo , y de consiguiente para 
que sea cero el residuo, Restamos pues, contra lo que se 
nos ha mandado, del sustraendo el minuendo, yá este 
residuo le anteponemos el signo — para indicar que he- 
mos efectuado la operacion en un órden inverso. Si por 
exemplo nos prescribe una fórmula que quitemos g de 3, 
ó lo que es lo mismo, si tenemos en ella 3 — $, equiva- 
lente 4 3 — 3—25 viendo que la sustraccion prescrita es 
verdaderamente: imposible , y que de consiguiente .es 
vano el intento de determinar el resultado , sustituimos 
en su lugar—2,ó lo que es lo mismo restamos 3 de $ y 
al residuo le anteponemos el signo —para tener un indicio 
de haber executado la operacion al revés; y lo que en 
realidad debe representarnos el símbolo — 2, noes el re. 
siduo, pues en el caso propuesto es un absurdo suponer 
que pueda haberlo, sino solo que es necesario añadir 2 4 
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la combinacion 3 —g para que se iguale el minuendo 
con el sustraendo, y se reduzca á cero toda la combis 
nacion. En. efecto 3=5+2=0. Lo mismo puede de- 
cirse de qualquiera: de:estos símbolos: algebráicos que se 


llaman cantidades negativas; —a., por exemplo, debe ¡n.. 


dicarnos. que una fórmula prescribia restar de una can 


tidad otra mayor 5, y siendo esto imposible, se ha execy=. 
tado al revés. la. operacion ;, y al resultado 2 de esta se le. 
antepuso el signo.—, para que con: esta modificacion. nos. 
diese 4 conocer que es: necesario añadir la cantidad a ¿. 


la combinacion de cantidades de la qual provino el sím- 
bolo —2, para: reducir 4: cero: el resultado de toda la 


combinacion.. Esto: ha dado: ocasion: á que: se dixese que 


las. cantidades: negativas. son menores. que ceros expre- 
sion que para dexar de ser absurda » debe entenderse en 
el sentido: que acabamos de darla. Pasemos ya á hacer 
ver que las reglas de los signos pueden en todos casos: 
aplicarse sin: rezelo. alguno 4 los símbolos a] gebráicos lla. 
mados, cantidades negativas; j 

Nadie: puede: dudar de que las: expresiones 4 — q; 
b=b;c—c Ec. son: equivalentes 4 cero, y de consi- 
guiente son otros. tantos símbolos. del: mismo: cero. Ahora 
bien, si á una. cantidad: qualquiera: representada. por a le 
agregamos. la: combinacion ¿— b, la que: de: nuevo re=. 
sulta 2=+b=b,.n0. vendrá 4 ser otra Cosa. que: un nuevo. 
modo de representar: la. misma cantidad 2; el qual por 
entrar en: la: nueva: combinacion los símbolos + h y —D, 
nos hace: ver con: mas. claridad: e]. efecto que en: la can=' 
tidad 2: debe: producir: la: sustraccion. de hb, ó.la de — hb; 
Pues para: ello. basta. borrar. de aquella. expresion, qual- 
quiera de las dos. cantidades. que nos propongamos quis 


tar. En efecto si de q nós Proponemos quitar b, ó como, 


M 
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dicen, +b, borrando esta cantidad en la expresioñ 
a+b—b, el residuo será 4—b; resultado enteramente 
conforme con el convenio adoptado ($. 2). Si por el 
contrario nos proponemos quitar=de:4 la cantidad ne- 
gativa —b, suprimiendo este término en la expresion 
a+b—b, el resultado será 4 +b, como lo hubiéramos 
hallado aplicando á este caso la 88% de los signos esta- 
blecida ($. 20 ). ( 

Por lo que hace á la mnitiplicacion es fácil echar de 
ver que el producto de 4—a por+b.dsbe ser ab— ab; 
porque siendo igual á cero el multiplicando, debe tam- 
bien ser igual á cero el producto; y siendo indudable- 
mente ab el primer término de este, el segundo deberá 
ser —ab, para: que destruya al primero. De aquí se de- 
ducirá que —4x+b==—ab. 

Si nos proponemos multiplicar a por :b—b, el pro- 
ducto deberá ser 4b—=ab; porque siendo igual á cero el 
multiplicador,'debe tambien serigual á cero el produc- 
to 3, y como el primer término de este sea indudablemen- 
te ab, el segundo deberá ser —ab para destruir al pri- 
mero, Será pues 4x—b=—ab. 

Finalmente, si tratamos de multiplicar —4.por b=», 
sabiendo ya que el primer término del producto es —ab, 
el segundo no podrá menos de ser + ab, para que todo 
el producto se reduzca, como debe, á cero, por ser igual 
á cero el multiplicador. Así. que, será —ax—b==w ab. 

Cotejando estos resultados con los que hubiéramos: 
inmediatamente hallado aplicando á estas cantidades sus» 
tractivas aisladas, ó sean cantidades negativas, las reglas 
de los signos establecidas ($. 3.1), veremos que son 
exictamente los mismos. ' 

Por lo que respecta á la division, teniendo pre- 
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sente que el divisor y el quociente son los factores del 
dividendo, y que de consiguiente el signo de este debe 
resultar, si así puede decirse, de los signos de sus fac- 
tores; será fácil deducir el signo del quociente quando 
se conozcan el del dividendo y el del divisor; y así se 
verá que la regla establecida ($. 42) es tambien apli- 
cable al caso presente, 

En general, quando tratemos de efectuar qualquie- 
ra de las quatro operaciones fundamentales con las can- 
tidades sustractivas aisladas, ó como dicen, con las can- 
tidades negativas, deberémos observar para los signos 
de los resultados las mismas reglas que si aquellas can- 
tidades fuesen partes de polinomiss. 

- 63 Recapitulando quanto hemos expuesto tocante 
4 las que se llaman cantidades negativas , dicémos que 
en realidad son unas expresiones absurdas de los resul- 
tados de sustracciones impracticables; que como tales 
son indicios seguros de alguna incompatibilidad que hay 
en la propuesta de la giiestion, de la qual hayan dima- 
nado; de consiguiente nos dan á conocer que no es po- 
sible resolver la qijestion sin que antes se rectifique al- 
guna de sus condiciones, haciendo sustractiya alguna 
cantidad que antes se habia supuesto aditiva, ó al con= 
trarioz y últimamente, que se puede venir en conoci- 
miento del modo de executar esta rectificacion conside- 
rando á las expresiones realmente absurdas —6; —8; 
—4;5 —b Kc. , como si fuesen verdaderos símbolos de 
cantidades, y haciendo uso de las reglas. anteriormente 
establecidas de los signos, en las operaciones que nos pro- 
Pongamos executar con aquellas expresiones. Estos son 
por lo menos hechos constantemente observados , y quese 


pueden obseryar en todos los casos en que resulten tales 
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expresiones; por manera que quando se dice, por exem= 
plo, que restando —b de 2, el residuo es a+b, el 
ínico modo de interpretar esta expresion en términos 
que tenga sentido, es decir que la regla de los signos 
establecida: para efectuar la sustraccion con los verdade= 
ros símbolos de las cantidades , aplicada aun 4 aquellos 
otros que no lo son, corrige el absurdo que habia en lo 
que se nos mandaba executar: se nos decia que restáse- 
mos y debiamos sumar. Para nueva confirmacion de to- 
do esto propongámonos estotro problema., 
64 Un correo ha. salido de Barcelona para Ma- 
drid: al mismo tiempo que otro ha salido de Madrid pa- 
ra ir por el mismo camino 4 Barcelona: se sabe quán. 
ta és la distancia de un pueblo á otro, y quántas le- 
guas aida por hora cada uno de los dos correos: y se 


nos pregunta, ¿en qué punto del camino, ó lo que vie- 


ne á ser lo mismo, 4 quántas leguas de qualquiera de 
aquellos dos pueblos se encontrarán los dos correos ? 

sA fin de presentar con mayor claridad las circuns- 
tancias de la qiiestion representarémos con una línea la 


2 


distancia de los dos puntos de partida, é indicarémos 


estos. dos. puntos por las letras mayúsculas B y M, y 
por R el punto del encuentro. 
E R M 
Representarémos ademas, como es de costumbre, 
por letras minúsculas las cantidades conocidas é incógni- 
tas que entran en la qiiestion; á saber: 
por a el número de leguas que distan uno de otro 
los puntos de partida, Ó como se suele decir, 
la distancia BM; 
por b el número de leguas que anda por hora el 
correo que ha salido del punto B; 


o 
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- por c el número de leguas que anda por hora el 
correo que ha salido del punto M4; 
por x= el número de leguas que el primer correo 
ha andado desde el punto B hasta el punto R 
del encuentro; : 
por y el número de leguas que el segundo correo 
ha andado desde el punto M hasta el mismo 
punto R. A ¡ 
Esto supuesto, es fácil echar de wer: que quando 
los dos correos se encuentren habrán corrido entre los 
dos toda la distancia que hay desde nno de los puntos 
- de partida al otro, puesto que la distancia total BM se 
compone de las dos parciales BR y MR. Tendrémos, 
Pues, en primer lugar esta equacion : 
$ 'TI+RI—A, 

" Considerandó ahora que en la propuesta se nos dice 
que los dos correos salieron á un' mismo tiempo de sus 
respectivos puntos de partida, inferirémos que anduvie- 
ron en un mismo número de horas las distancias parciales 
representadas por x é y. Sabiendo por otra parte que 
dividiendo el número total de leguas que cada correo ha- 
ya andado por el número' de leguas que ande por hora, 
ha de resultar el número de horas que ha empleado en 


el camino, inferirémos que el símbolo * de] quociente 

, tar » : , Cyr 8 
de aquella division representará el número de horas que 
ha gastado el primer correo en ir desdé el punto B hasta 


el punto R; y que el símbolo 2 representa el número 


de horas que el segundo correo ha. necesitado. para ir 
desde Má R.. Y puesto que segun la propuesta de Ja 
question deben ser iguales estos dos números de horas, 


A AED 
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tendremos esta segunda equacion: 
EN e 


Son pues las dos equaciones fundamentales de la 
gilestion estas : 
| r+y=4; 
1203 


— 
— — 


b EN 
De la segunda se deduce fácilmente que 
by 
ei , 


r= 


y sustituyendo esta expresion del valor de x en la pri- 
mera equacion, se transformará esta en estotra : 


de la qual se deducen sin dificultad alguna las signien- 
tes: '  by+R<cy=ac; 
10 +e)= a6s 


ac Ho 
01= bro” 


Si ahora sustituimos esta expresion del valor de », 
en la que antes hallamos del de x, 


E 
AA Yo 
se transformará esta en 
LO E 

e b+c (beer) bue 

No hallándose el signo — en ninguna de las dos fóro 
mulas que nos prescriben la serie de operaciones que de- 
bemos efectuar con las tres cantidades conocidas para 
hallar las incógnitas, Ó lo que es lo mismo, no habien- 
do que executar sustracción alguna para hallar estos va- 
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lores, no hay que temer que, sean quales fueren los nú- 
meros representados por las letras a, b, c, pueda res 
sultar cantidad negativa para valor de alguna de las in- 
cógnitas; y de consiguiente será posible en todos casos 
la solucion de la question propuesta y de todas las que 
sean enteramente semejantes á ella, sin necesidad de ha- 
cer alteracion: alguna en las condiciones que: encierra, 
En efecto, bien fácil es ver que necesariamente se de- 
ben encontrar dos correos que á un mismo tiempo y por 
un mismo camino vayan el uno desde B 4 M , y el 
otro desde 14 4 B,ó como se dice, que caminen 27 seno 
tidos opuestos, 

65 Supongamos ahora que habiendo salido como 
antes los dos correos á un mismo tiempo de los puntos 
B y M>>se dirijan ambos por un mismo camino hácia 
otro punto C situado á la derecha de M; ó como suele 
decirse, que caminen en un mismo sentido: > 

B ME DDMARES SE 
en Cuyo caso no podrá ya tratarse de averiguar dónde 
se encontrarán los dos correos,' sino dónde alcanzará el 
que ha salido de B al que ha salido de M, suponiendo 
como es indispensable para ello, que el primero ande con 
mas velocidad que el segundo; ni el punto R podrá ya 
estar entre B y M sino á la derecha de este último. 

- Conservando las mismas letras para representar las 
cantidades análogas 4 las del problema anterior, obser- 
varémos en primer lugar que en este caso la distancia 
BM de los dos puntos de partida es la diferencia de 
las distancias BR y: MR andadas en un mismo tiempo 
por los dos correos desde sus respectivos puntos de par- 
tida hasta el punto en que el primero alcanzó al seguno 
do. Tendrémos, pues, esta primera equacion: 


A 
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2-45 
de sb DS eran! y 
y la segunda == 


que expresa la igualdad de los tiempos empleados en 
correr los espacios BR y MR; permanecerá la misma 
que antes, 


Estas dos últimas equaciones, resueltas como las an- 


3 b 
teriores, dan: pc 
' ' € 191 
by ad SS b — . b apa e. 
A Y) cy =a0 5 IC =0)=40; 


ac abe 


— 


c bc (ba) E 


e 
y finalmente Pa 


Como en estas fórmulas está indicada una sustrac. 
cion en la qual 5 es el minuendo yc el sustraendo; para 
que sea practicable esta sustraccion, y á conseqiiencia seg 
posible la solucion del problema en los términos en que 
lo hemos, propuesto, es absolutamente necesario que la 
cantidad representada por b sea mayor que la represen. 
tada por e; es decir, que el correo que haya salido de B 
ande con mas velocidad que el que haya salido de Mi 


Solo en este caso serán, como suele decirse, positivos los 
valores de x é y. 


Si por exemplo fuese 
b=356=11= 
4 e — 
sería b=0c= 3 — ITA 
y de consiguiente -=% a; 
y 4. 
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y así sabríamos quánto distaba el punto en que debe 
verificarse el alcance, de cada uno de los. puntos de par- 
tida, puesto que se supone conocida la mutua distancia 
de estos representada por . 

Pero si en la propuesta de algun caso particular se 
nos hubiese dado el valor de » menor que el de c, ya 
dexaba de ser practicable la sustraccion que las fórmu- 
las prescriben; sería Imposible la solucion del problema 
en los términos en que lo hemos propuesto; y:así nos lo 
indicarian los valores negativos de las incógnitas. 

Si por exemplo fuese 

b=1330=2; 
sería b=c=—3; 4=3a; y=—44. 

BE ODO MEDICOS TORTUIDIDE 

Las expresiones que acabamos de hallár de los va= 
lores de x é y, por lo mismo que son absurdas, estando 
como estan rectamente deducidas de la propuesta, nos 
dan inmediatamente á conocer que el problema: es inso. 
luble como no se yaríe alguna de sus condiciones. Y en 
efecto ¿qué cosa mas absurda que suponer que dirigién- 
dose los dos correos hácia el punto C, situado segun nos 
lo presenta la figura; y saliendo á un mismo tiempo de 
los puntos B y M, pueda el que salga de B alcanzar 
jamas al otro, caminando mas despacio que él? 
66 - Sin embargo, si con aquellas expresiones ab. 
surdas executamos las operaciones indicadas en las equa- 
ciones fundamentales , de donde han dimanado, 


, 


I—)=4; 
PR 
o a 
dute 


haciendo Uso para ello de las reglas de los signos, ten- 
drémos estotras:. 1 o 


O 


+ — y - 


A AAN 
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—34+444; 
i DOT 
| | — 3 4x— = a E 5 | | 

las quales son rigorosamente verdaderas y exáctas; y 
con solo atender á los sigrios que estan antepuestos á los 
términos del primer miembro de la primera equacion, 
vendrémos en conocimiento del modo de rectificar la 
propuesta de la giiestion y de hacer desaparecer el ab- 
surdo: que contenia. pS 

En efecto, en aquel primer miembro vemos que de 
4a está restado 34; Ó lo que es lo mismo, del camino 
andado por el correo que salió de M está restado el ca- 
mino andado por el correo que salió de B, y así resulta 
la distancia de los dos puntos de partida. Ahora bien, es 
muy fácil echar de ver que esto no puede absolutamen- 
te verificarse sin que los correos se dirigiesen á un punto 
C, no situado á lx derecha del punto M como la pro- 
puesta suponia, sino á la izquierda del punto B, segun 
lo representa la siguiente figuras om... 

NI SO 170Re B M 
en cuyo caso deberá alcanzar el correo que salió de M 
al otro y no al contrario, en un punto R situado á la iz- 
quierda del B y no 4 la derecha del M. 

En este caso Ja distancia MR menos la distancia 
BR será igual á BM; y de consiguiente tendrémos 
esta primera equacion 

y-1=4; 
y 


1 la segunda =2; 
y siendo la seg == 


será fácil deducir de ellas estas otras: 


po ab. ES EL O 
TT dd 


cerdo 


hemos propuesto. 222000000 
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y sustituyendo en estas fórmulas los valores supuestos 
de b y c, resultarán 
DS 
BETO y 4457 
es decir, valores sin: nota alguna de absurdos; valores, 
como suele decirse, positivos, y que resuelven la nueva 
giiestion en los mismos términos y sin necesidad de alte» 
rar ninguna: de las condiciones con que: últimamente la 
67 Enla qiiestion del $. 65, propuesta con toda: 
la generalidad de que es susceptible, ocurre un caso en 


el qual es absolutamente imposible la solucion, sin que 


por mas alteraciones y modificaciones quese hagan en 
las condiciones, pueda desaparecer el absurdo. Esto se 


verifica quando sean iguales los valores de b y de c, ó 


lo que es lo mismo, quando se suponga que los dos cor- 
reos caminan con velocidades iguales: En tal caso, hácia 
qualquier lado que marchen en un mismo sentido los dos: 
correos, conservarán constantemente ¡una: distancia igual. 
4la que haya entre los puntos:de partida; y.de consi- 
guiente ninguno delos: dos llegará jamas 4 alcanzar al 
otro: Este absurdo, que ninguna modificacion de las 
condiciones hará desaparecer, se dexa ver. con bastante 
claridad: en las mismas equaciones fundamentales de la 
giiestion; porque si en ellas hacemos b=c, ó lo que es 
lo mismo, si sustituimos b en lugar de c, la segunda 


equacion A 
q : boo 


se transformará en estotra: 


e y 
MISS 
de la qual:se deduce que +=. 
TOMO IT. T 


DA a A TU 


A a A 
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A: conseqiiencia de esto la primera equacion 
E—=y=43 Ó J—2=4; 
se transformará en | 
1430: 04; 
resultado evidentemente absurdo; pues que nos presenta 
como nula una distancia cuya magnitud se nos ha dado 
en la propuesta del problema. 


68 . Este! absurdo se nos manifiesta.de un.modo muy: 
singular en las fórmulas ó últimas expresiones de los va- 


lores de las: incógnitas. * 


po aDdosaij> ae 2 
EA be 


pues suponiendo en:ellas b=c, el denominador ó divisor 

se hace cero, y sz transfo: man en. estas: | 
dead paletas: 

A A de 

No es fácil imaginarse quál pueda ser el quocien- 

te de una division-quando el divisor sea cero. Lo único 


que se ve es que si fuere muy pequeño el exceso que 
b lleveá e, serán muy grandes los valores de x é y; y 


que quanto menor sea aquel exceso, tanto mayores se- 
rán estos valores; porque suponiendo, como aquí se su- 
pone, un dividendo constante, quanto menor:sea'el di. 
visor, tanto mayor será el quociente (Aritm. $. $0). En 
efecto, si fuere hb=23 c=1,995 será b—c=0,01; y de 


1,994 
=2004;3 y = 2% — A. 
0,01 3 0,01 ' Ly 


Si fuere b=25 c=1,99995 será b—c=0,0001; y de 
consiguiente | n: 


consiguiente r=— 


24 1,9999 __ 
FP —A 00004 3 HR IAS AR] : 
0,0001 2% 0,0001 9999 4; 


donde se ve que quanto menores la diferencia repre- 


A A 
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sentada por b—c, tanto mayores van siendo los valores 
de réy. SADA NOTO 

Pero como por mas pequeña que sea una cantidad, 
nó pueda decirse con verdad que es rigorosamente igual 
á cero; por mas pequeña que supongamos la diferencia: 
representada por h—c, y de consiguiente por grandes 
que imaginemos los valores de x é y; jamas podrémos 
llegar 4 expresar los que corresponden al caso en que 
sea b=t. * : : 

Esta particularidad de no ser posible designar en tal 
caso por ningun número, por grande que se le supon- 
ga, el valor de ninguna incógnita , se expresa diciendo 
que este valor es infinito; y á toda expresion de la for- 


m > z : 
ma ——» cuyo denominador es cero, se la mira como un 


símbolo de un valor que por grande es inasignable, ó 
como suele decirse, es in/2n1fo. 

No es pues el infinito matemático otra cosa que una 
idea negativa, de la qual nos valemos para expresar la 
absoluta imposibilidad de asignar número alguno tan 
grande, que sea capaz de resolver la qiiestion que nos 
haya conducido 4 fórmulas semejantes á las que acaba» 
mos de exáminar. 

Una vez que un razonamiento rectamente formado 
nos ha conducido á tales expresiones ó fórmulas, se nos 
podria preguntar, ¿ cómo satisfacen á las equaciones fun- 
damentales de la qiiestion los valores que hemos hallado: 

ab ac 
ió ? 
puesto que es una propiedad esencial del Algebra que 
en executando conforme á sus reglas las operaciones in- 
dicadas en la propuesta con los símbolos que finalmente 


ll 
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resulten de los valores de las incógnitas, sean los que 
fueren, han de satisfacer á las equaciones funda mentales 
del problema. 

En contestacion á esta pregunta sustituirémos aque- 
las expresiones en las equaciones 

z q . 
A | 

que corresponden al caso en que b=05 y se transfor- 
mará la primera en estotra: 


ab ab 
———4; 
up sho Ty 
de la qual se deducen: estas: 


b— ab 
2 4: ab—ab=axo; a(b— b)=4x0; 0=03 


por-ser 4xo=0. 

La segunda equacion se transforma por medio! de la 
sustitucion en estotra: 

ab 5 NO 

ANT . Er ¿ORD tio ah LN od ant 
cuyos: ¿miembros son enteramente gules Estan dedo 
completamente satisfechas las dos equaciones fundamen- 
tales del problema. | 

Todavía tenemos otro medio de venir en conoci» 


miento del absurdo que la propuesta envuelve, y de 


4 
: 


descubrir si es ó no posible hacerlo: desaparecer por al». 


guna modificacion de las condiciones. Para esto dividiré- 
mos por x= los miembros de la equacion =—x.=4, en 
la qual se transforma la primera equacion fundamental 
despues que de la segunda deducimos que r=). Aque- 
Ma division nos dará 


a . 
1—1=-—, 6 lo que es lo mismo, o=—, 
5 | a 


% 


AA 


A ai 
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o Esta última. equacion, rectamente deducida de: la: 
propuesta, nos da 4. conocer que todo el absurdo de la: 
giiestion viene 4 reducirse 4 exigir que sea igual 4 cero 


ii? j ; A AS Ñ a ¡ E , 
el quebrado ó quociente ——5 Cosa que Jamas podra ve- 


rificarse como ño sea tambien igual á cero el numerador 
6 dividendo a. Con: todo, como á medida que crece el. 
divisor, disminuye el quociente, quanto mayor sea el ya» 
lor que asignemos á 7, tanto mas se aproximará á cero el 


o blid cams aoipr ama esuoltoia ca. el bebraiglics 10d 
valor de 35 bien que jamas podrá ser exáctamente 
Os y Ora a99? 2NDENUDOM o 4 OR q 


igual á cero, seguh requiere la propuesta del problema *. 

Con razon pues el Algebra nos da del valor de la x 
en este'caso una expresion á la qual no puede equivaler 
exáctameñte númeéro alguno por grande que sed; con ra- 
zon nos da á entender que,aquel valor es ¿nasignable por. 
grande, ó como se dice, es infinito; indicándonos por 
- este medio que de ningun míodo- es posible hacer desapa- 
recer enteramente el absurdo que la propuesta envuel- 
ye. Lo mas que podrémos hacer será disminuir, quanto 
queramos, el error, aumentando mas y mas el valor que 
asignemos ¡4 15 como nos lo: indica la gran magnitud 


se a An A st 
ZOOL YT AAA 


4 .£ + p - A. e - . , - 3 
x Puesto qu sy no puede jamas ser exactamente igual 4 cero, 
pero puede aproximarse 4 serlo quanto se quiera, será cero el límite 
a e 
de la fraccion 7 (Aritm.S. 101). Algunos llaman infinitamente pe- 


gueñas á las cantidades cuyo límite es cero;. otros llaman cantidad 
infinitamente. pequeña al mismo cero, considerado como límite de 
aquellas otras cantidades. Ni en uno ni en otro sentido tiene aquella 
expresion la propiedad , exactitud y claridad apetecibles; pero por su 
brevedad podrá admitirse siempre que previamente se fixe el sentido 
en que se la use. : | 
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que esta incógnita va adquiriendo á medida que se ya 
acercando á cero el residuo b=c. Ed sá 
69 Si caminando los dos correos con igual veloci- 
dad y en un mismo sentido, se supusiese ademas que 
hubiesen salido de un mismo punto y á un mismo tiem- 
po, seria ridículo el querer determinar el punto en que 
se reunian; pues esta reunion debia en tal caso verifi- 


carse en todos los puntos del espacio que anduviesen. Sin. 
embargo, es digno de verse cómo nos manifiestan esta 


particularidad las expresiones que antes hemos hallado 

de los valores de x é y, modificadas segun lo exigen 

las circunstancias de la nueva qiiestion. > 0 | 
M 0 | 

De he | C | 

En ella se supone que los puntos B y M1 de partida 

se han confundido-en uno solo, y de consiguiente la dis=. 

tancia de ellos 4= 0; por otra parte se supone queb=+¿.. 

Vendrán pues 4 transformarse las fórmulas generales en 


oxb o00p 00 te O 
Po — 


estotras: 1= => 
y 1 o. O IT CONTO o 


He ahí dos expresiones de quocientes en las quales 
el dividendo y el divisor son ambos cero. Para descifrar. 
las volvamos á las equaciones fundamentales, y verémos 
que se reducen en este caso á | 


0 | I—I=0; 
Xx is Y » 
Pi 


y deduciéndose de la segunda que 1 =7, se transforma- 
rá la primera en una de estotras : 

ITLTW05Ó 015 

I)=/=0536 y=y. 
Expresiones semejantes á estas últimas, á las quales se les 


a 
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ha dado el:nombre de eguaciones idénticas , y que des 
xan enteramente indeterminado el valor de la incógnita, 
son generalmente el resultado final á que nos conducen 
todas aquellas: qiestiones en:que se supone peculiar de 
aJguna sola, cantidad una propiedad comun 4 todas las de 
su especie. En el caso, presente nos indican que sea la 
que fuere la distancia 4 que los dos correos se hallen del 
punto de partida, estarán constantemente reunidos, y así 
queda absolutamente indeterminada aquella distancia. 


AOIDUÍNPDA sd ODa5UD. 95 pa 21121. 22,07 

Se ve pues, que la expresion —-- que de la fórmula ge- 
“neral deduximos para este caso particular, no es aquí 
otra cosa que un símbolo de úna cantidad indetermina- 
da. Decimos 4quí, porque hay casos en que noes este 


el significado de aquella expresion; pero tambien el orí- 
gen de ella es muy diferente. 


70 Darémos un exemplo de estos otros casos'en 
la expresion > in : 
«5102 a(a—5*) 

b(a—b) 


la qual se transforma en — si dexándola en la forma 
en que senos presenta, suponemos que: sea 4=b; pero 
si echamos de ver que los dos términos de la fraccion 
tienen el factor comun 4—b, y suprimiendo este factor 
comun reducimos la fraccion á su mas simple expresion, 
se transformará primeramente en, 
a(arb) 
y haciendo en esta expresion a=b, será su valor 24. 


. Vemos pues que en este caso la expresion —— tie- 
, EA sh. . . , k j . á O. E 7 
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ne un valor determinado qual suponemos: sér 24, 'por- 
que el orígen de ella ha sido un factor comun a), nume= 
rador y. al denominador dela fórmula propuesta,el qual 
se reducia 4 cero enel sopuesto de sera». Pero. 'las 
fórmulas generales de los valores: de 'x:é y , que en el 


a O : 
párrafo anterior se reduxéron 4 ——, no tenian factor al- 
: ma 48 


guno,comun al numerador y al denominador, y de con» 
siguiente erán irreducibles -4:mas sencilla eXpresion. 101, 
De esto se sigue que quando alguna sustitucion 


e) 0) 2 
particular transforme en 7 na fórmula general frac= 


cionaria, debemos ante todas cosas averiguar si el nume- 
rador y el denominador tienen algun, factor comun que 
reduciéndose 4 cero: por medio de-la. sustitucion , haga 
que tambien se reduzcan á cero. los dos términos de la 
fraccion, En:caso: que lo tengan deberémos suprimirlo 
antes de hacer la sustitucion, y de este modo vendre» 
mos en conocimiento del verdadero valor de la expre- 
sion propuesta. Es necesario confesar que no siempre 
basta esto para determinar aquel valor; pero los límites 
4 que nos hemos propuesto ceñir este tratado no nos per- 
miten extendernos mas sobre; este asunto, y nos obligan 
4 diferir para quando. tratemos del cálculo. diferencial la 
exposicion de los métodos generales para ballar el yer- 
dadero valor de las expresiones transformadas por algu- 


. . 10) $1 
na sustitucion en —. 
o 


71 Lo expuesto hace ver con bastante claridad que 
en habiendo traducido fielmenteal lenguage algebráico 
la. propuesta de un problema, las fórmulas algebráicas 
que por último resultado deduzcamos de las equaciones 
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fundamentales nos darán valores que satisfarán comple- 
tamente á todas las condiciones. de la qiiestion siempre 
que su solucion sea posible. Quando no lo: sea por ra- 
zon de algun absurdo «que la propuesta envuelva, las 
mismas fórmulas nos lo darán 4 conocer juntaménte con 
la modificacion que 4 veces basta hacer en las condicio- 
nes para que desaparezca la incompatibilidad que: antes 
tenian, y venga así á formarse con los mismos datos 
otra question algo'parecida á la anterior, y cuya solu- 
cion sea posible. Si el absurdo que la propuesta envuel- 
ye fuere tal que ninguna modificacion de las condicio- 
nes pueda hacerlo desaparecer, el Algebra tiene tam- 

_bieri medios de manifestarnos con ciertas :expresionés que 
con las cantidades que se suponen conocidas no es po- 
sible resolver qiiestion alguna análoga en cierto sentido 
á la propuesta; y no.menos los tiene para indicarnos que 
alguna propiedad , que se ha supuesto peculiar de una 
sola cantidad desconocida, es comun 4 todas las de su 
especie. En suma, con el auxilio del lenguage algebrái- 
co no solo resolvemos las qiiestiones cuya solucion' es 
posible, sino que tambien descubrimos los que se pue- 
den muy bien llamar diferentes grados de imposibilidad 
para conseguirlo: de todo lo qual irémos viendo nue- 
yas pruebas en lo sucesivo. 

72. Es muy digno de observarse cómo representa 
el Algebra la diferencia que fácilmente se advierte en 
las circunstancias de las dos qiiestiones propuestas en-los 
$6. 64 y 65, en la primera de las quales caminaba há- 
cia B el correo que habia salido de M, y en la segunda 
hácia el lado opuesto. Cotejemos con este objeto las 
equaciones primitivas y las fórmulas finales correspon- 
dientes 4 entrambas qiiestiones, y verémos que en la 

“TOMO IL, y 
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una la primera equacion fundamental es; 
+)=4;5 
y en la otra: 
1=)=4; 


y siendo en ambas una misma la segunda equaciad; pas 


semos 4 hacer igual. cotejo de las fórmulas finales. En 
la primera! giiestion hemos hallado quesb op 


5 ecrialra 201 apo Seti aro 
; e E ERES 
y en la segunda: 
pS a: lero o 
O TN EE dead 50909 


, dla equaciones vemos que la y, símbolo del ca- 
mino andado por el correo que salió de M4, está:suma= 
da en la primera qiestion y restada en la segunda; en 
la primera tiene el signo +, y en:la segunda el signo — 
ó: como suelen” decir, en la pS es positiva, y en 
la segunda negativa. | 

En el denominador de las e respectivas á la 
primera qiiestion, la c que representa el número de le- 
.guas que el mismo correo anda en cada hora, está su. 
mada con la »; y en las de la segunda está restada de 
la misma b. Por manera, que con la mera mutacion de 
un signo se pueden aplicar 4 la segunda qúestion las 
fórmulas de la primera, y al contrario; por cuya razon 
en habiendo-resuelto la una se puede mirar como ré> 
suelta la otra; Así quese dice que el Algebra:nós dá 
en la solucion de una giiestion Jas de .orras: muchas 
quiestiones análogas. ] 

El problema tercero del $. 14 puede ser un nuevo 
exemplo de esto. En la propuesta de :aquel problema 
supusimos que el padre. debia:al hijo una CARA res 


+ 
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presentada por d, y hallamos por fórmula final 

pra de ib 
A ab 

Pues ahora, si quisiéramos que esta fórmula siryiese 
aun. para el caso. en que el alcance hubiese sido contra 
el hijo y á.,favor del padre, no tendriamos que hacer 
otra cosa sino mudar el signo de la d símbolo del al- 
cance;' y resultaria, para este nuevo caso: 

bid 
Ser a+b j 

Y si supusiéramos que en el ajuste de cuentas ha- 
bian quedado padre é hijo en. paz, con: solo hacer. la 
d=0, Ó lo que equivale 4 esto; con, solo. suprimir de 
la fórmula anteriormente hallada la q , tendriamos: - 

3 be ¿ 
a+b.. 

Es sumamente fácil comprobar estas dos soluciones, 
poniendo separadamente en equacion los dos - últimos 
problemas, y resolviéndolos como si cada uno de ellos 
fuese el primero de su especie que se nos hubiese pro- 
puesto... is | 

_ Esta aplicacion, que con fregiiencia suele hacerse 
de una fórmula hallada para cierto caso particular 4 
otros casos análogos, es orígen de muchos valores me- 
gativos, que indican, no precisamente que los nuevos 
problemas contienen algun absurdo, como lo: indicarian 
si directamente los hubiésemos puesto. en equacion, sino 
que para aplicar 4.los nuevos casos la fórmmla anterior -: 
mente hallada es necesario hacer alguna mutacion de 
signos por razon de alguna diferencia de circunstancias 
que haya entre el caso para el qual se halló primitiva-: 
mente la fórmula, y los nuevos á que se la haya apli- 


. 


== 
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cado. Ya se nos presentarán ocasiones de manifestar to» 

da la importancia de esta observacion. 
73 Si hemos designado con dos letras distintas las 
cantidades “que nos proponíamos hallar en los proble- 
mas de los $$. 56 y 64, ha sido solo con el BIE de 
presentar exemplos de equaciónes con dos incógnitas, y 
de dar 4 conocer el modo'de resolverlas; pero pudimos 


muy bien haberlos resuelto ambos; por medio de una 


equacion con una sola incógnita. 

En efecto, habiéndosenos dicho en la propuesta del 
primero que el artesano habia recibido al fin de la pri- 
mera temporada 222 reales por valor de sus 12 jorna- 


les y delos 7 de su hijo, es consiguiente que si repre" 


sentamos; comio' antes, por y cada jornal del hijo, 77 

represente la suma de los 7 jornales de este; 222 —77 

222 — 7y 
12 


representará la: de los 12 jornales « del padre, y, 


vendrá á ser una expresion de cada uno de E jornales 
de este último. —- $ ld 


Habiéndosenos igualmente dicho que e cabo de la 


rn temporada habia regido 150 reales por valor; 


a vendrá. 


de: sus 8 jornales y de los $ desu hijo, 2 


á ser otra expresion de cada uno delos gra del padres 
a pues, formar esta equacion: Y 
a DE a 
la qual és suficiente para resolver el problema. 1) 
En el del $. 64 es fácil ver que sl os por z el 


nr 
si 


50 350 


0 57 ota 
camino BR andado por el correo que salga de B, ax" 
representará el camino MR andado por el correo que" 


mm 
> 
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salga de M, en el número de horas que medien entre 
el momento nds la salida: y el del encuentro. La frac- 


cion + será una expresion de. aquel número de horas; 


será otra expresion del mismo número; y de 


consiguiente podrémos formar esta equacion; : 
e “az > 


El 
A 


de la qual se deducen fácilmente estotras: 


pa ea ca+bi=ab; abc) =abs a = A 
b+e 


Entre estas soluciones y: las. que anteriormente he- 
mos dado: ($96 y 64) de los' mismos problemas, no 
hay mas diferencia que el haber aquí formado y resuelto 
la primera equacion en lenguage vulgar y sin valernos' 
del algebráico; y bien'se ve que: quanto mas adelarite- 
mos en el razonamiento sin mas' auxilio que el idioma 
ordinario , tanto menos habrá que hacer con el simbólico 
para Desara 4 la conclusion. 

74 Suele proponérsenos el ee del $. 64 con, 
tna nueya circunstancia En na Ja mas siticil su so= 
Incigipnicis) 205ho) 20l Hp 35 odo ] 

3 7 PATOS DTO C M 

Se supone que uno delos dos correos (por exemplo, * 
el ¡que'salió del. punto M)) se puso én camino un núme. 
ro dde horas antes que el otro. 

“Todo él efecto que esta nueva circunstancia pro- 
dues] no viene á: ser en realidad otra cosa que haber: 
transferido el primer punto de partida 4 otro punto C, 
y haber: por ' consiguiente disminuido la distancia de: los 
dos puntos de partida; porque el correo que sale. de M, 


o Di 


A 
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y anda en cada hora e leguas , en d horas habrá camina- 
do cd leguas, y se hallará en otro punto C quando llegue 
á salir de B el otro correo, Así que la distancia de uno 


áotro no será ya la que hay de Bá Mesino la de B4C; 


no será ya a, sino a—cd. Sustituyendo a—cd en lagar 
de a en la equacion del $. anterior, se transformará esta 
ANA E TE HE 
en la siguiente : RE AROGala 
: ab —bed 
bc 
Silos correos caminasen en un mismo sentido, como 
supusimos en el: problema del $. 65, z 
Bospomaacaup ao y sonolnidos altos ol 
el intervalo de los nuevos puntos de partida B y C se-. 
ria 4+(d. Siendo pues x el camino BR andado por un 
correo hasta el punto R de la reunion, el camino: CR 
andado en el mismo tiempo. por. el otro correo “será. 
1—4=—(d, y de consiguiente tendrémos esta equacion: 


ze _ *—a—cdd 
nn 5 


de la qual se deduce que MS 


1 


Cc 
ab+Hbcd A 
Arenoso em sun 
75 En el supuesto de que los correos caminen en | 
sentidos opuestos, y con la nueva circunstancia de haber 
salido el uno de ellos del punto Mun número d de ho- 
ras antes que el otro saliese del punto.B , puede resultar. 
para la x un valor negativo, cuya interpretacion ofrece, 
alguna dificultad. Esto será en el caso, enque los núme- 
ros d y c sean tales que su producto cd,:símbolo del ca- 
mino. MC andado. por, un correo antes de la salida: del , 
otro, sea mayor que 4, €s decir., que-la distancia MB. 


a RI LE 6 VE pd A . 
C RK B ¿l Ma 


de la qual se deduce que a 


—— ici 


. 
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En tal caso el correo que ha salido de M se hallará 
en un punto C'situado 4la izquierda de B antes de ha. 
ber salido de este último punto el otro correo; y puesto 
que este otro camina hácia M, es un absurdo suponer 
que sin hacer alguna variacion en las condiciones de la 
propuesta puedan ya encontrarse. 

Si por exemplo fuese 4=100 leguas; ¿=2 leguas; 
c=3 leguas; q = 40" horas; seria cd= 120 leguas; y el 
punto C estaria á 20 leguas de distancia del punto B, y 
á su-izquierda. Sustituyendo estos valores en la fórmu- 
la, resultará: | 

“y 100% ca: Lt nl dd A 
> + Por:decontado esto nos indica que la qiiestion con- 
tiene condiciones incompatibles ; y que no es posible re- 
solverla en los términos en que senos ha propuesto : in- 


dica* ademas: que es susceptible de cierta modificacion 
por medio dela qual se: formará otrá question en que 
entren las mismas cantidades conocidas, y cuyo resulta- 
do sea que los correos deban encontrarse en un punto R 
situado: á la izquierda del punto Byiy ás leguas de dis. 
tancia de: este; eñtuna palabra situado! eátre los puntos 
B9C 5 sin embargo de que á:primera vista parezca que 
hallándose en Cel correo procedente de M quando el 
otro'salió de B, nose podrán reunir sinó en un punto 
situado 4 la izquierda: de Orio c ; 
Para venir en conocimiénto de'la nuéva qiestión, 
y de la"modificacion:que: debemos hácér en la anterior, 
. Fepresentemos por —m'elvalor negativo que nos ha re- 
sultado para la incógnita , es decir, para el camino an- 
dado por el correo procedente de B hasta encontrar al 


v 


otro. Sustituyamos aquel valor én lugar de-la x en la 
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equacion, haciendo para ello uso de: las reglas de los 
signos; y ¿así tendrómos esta .equacion verdadera yy sin 


absurdo alguno: do ls ormuasormbló ersb obiles 15d 
] m Lado: O 9129 2up 
9.2nléno noise pnalo ci St 
de la qual, mudando los signos.en ambos miembros, re- 
sultarár estotla >nrasi Sora sestt oleroxo 100 12 
a a” ds A | noah AN 
ARRE Salle : 


y como el numerador de la segunda fraccion representa 
el camino andado por el correo procedente de M, des- 
de que se hallaba en el nuevo punto.de partida. C hasta 
el punto del encuentro, es claro que-este punto debe 
hallarse 4 la derecha de C, puesto que el. minueñdo cd 
es mayor que el sustraendo 4-+m. Tambien es claro 
que el mismo punto se-halla 4 la izquierda de. B,: puesto 
que a. +»m.es lo. que se debe restar de: cd para que:re- 
sulte el camino andado por el correo procedente de M, 
Ni lo uno ni lo otro puede verificarse sin que el correo 
procedente de B se haya dirigido hácia Cy no hácia M4; 
y sin que el correo procedente de M, despues de haber 
llegado 4 C, haya, rettocedido hácia:B.. Este. retroceso; 
que puede parecer. muy, extraordinario, és indispensable 
en el supuesto de que-los correos se.hayan de reunir Cas 
minando en sentidos opuestos; de lo contrario, Ó no:se 
reunirían , ó no se verificaria esta reunion caminando los 


dos correos en sentidos contrarios.) 1 00oo 0101 


He aquí pues la nueya qiiestion,'ó sea la anterior- 
modificada en términos que no' contenga: absurdo algun 


no , y que sea posible sn solucion; 


Qro RO BIN 090 1 


Salió de M un correo caminando 3. leguas por horas 
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y habiendo.corrido por espacio de ¿0 horas y llegado al 
punto C, retrocedió. Al tiempo en que empezó d retro- 
ceder, salió de otro punto B situado en la misma tarre- 


"sra y distante 100 leguas de M otro correo caminando 2 


leguas por hora, y dirigiéndose hácia C. Se pregunta, 


¿d qué distancia del punto B se encontraron los dos 


correos ? 

Si nos propusiéramos resolver directa: é :inmediata- 
mente esta qiiestion, hallaríamos por icapirado: final que 
x=Ó6 leguas. 

76 El problema del $. ¿6, generalizado se puede 


proponer en estos términos: 


Un artesano y un hijo suyo trabajaron en una obra, 
el primero por espacio de a días, y el segundo por espa- 
cio de b dias, é importaron los jornales de ambos c rea- 
les; volviéron á trabajar en la misma obra, el (PESmero 
por espacio de d dias, y el segundo por el dee días, é 
importaron los jornales de entrambos £ reales. Se pregun- 
ta ¿quántos reales ganaba cada uno de los dos por dia? 

Representemos , como antes , por x el jornal del pa- 
dre; y en a dias habrá ganado ax; 
por y el jornal del hijo; y en h dias habrá ganado By. 

Así que tendrémos esta primera equacion: 

ar+by=c. 

Del mismo modo, los jornales del padre en d. dias 


importarán dx; y los del hijo en e dias serán ey. Tendré- 


mos pues esta segunda equacion : 
di+ey=f; 
y he ahí las dos equaciones fundamentales del problema. 
De la primera equacion se deduce que 
¿8 
a 
TOMO 11, Xx 
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y multiplicando por d esta expresion del valor de » será 
dx cd —bdy 


+ Sustituyendo ahora esta última expre- 


sion en la segunda equacion fundamental, se transfor- 
«mará esta en estotra: 


Multiplicando por 4 todos los términos de la equa- 
cion, tendrémos: 
cd=bdy + ae =af; 
de donde deducitémos: 
aey =bdy=af—= ed; 
y (ae=bd)=af=cd; 


Pudiendo ya mirar como enteramente conocido el 
valor de y, lo sustituirémos en la expresion que añtes 
hallamos del de Xy se transformará esta en la si- 


guiente: me 
Fs NN + . : cb AI y 
De ae —bd 


la qual podrémos tambien mirar como enteramente co. 
nocida. | 
A fin de simplificar la última expresion efectuaré- 
mos en primer lugar la multiplicación indicada de las 
cantidades 
! a AE 
b y ac bd ($ 5 % 
2 ab — bed ó . . e 
to es =— 5 y de consiguiente sera 
cuyo producto e utapriY de co g eS 
af —= bed 
ar—bd 


A 


97 


. . be > 4 MD 
"de consiguiente equivale 4 — "> La fórmula += 


DE ALGEBRA, 163 

Reduciendo á4 quebrado el entero y quebrado que 
forman el numerador ó dividendo de esta expresion, se 
convertirá en estotra; 
AC — bed— af + bed 


, ae — bd : 
: A 
y reduciendo términos semejantes; 
ace —abf 
an bd 
. A LS 
a ' 


1 Si alguno tuviese duda sobre el significado de estas expresiones, 
tenga presente que en la fórmula Ls el numerador Arepresenta 


al dividendo, y el denominador B al divisor, y así el uno como el otro 
pueden ser números enteros, quebrados ó mixtos. En esta atencion 
A. M A 3 a - » y pl ' : - 


*=>3 significa que x es igual al quociente que debe resultar de la 


.. . M M 
division del quebrado Por D, y de consiguiente equivale ¿== 


DN 
La fórmula x A quiere decir que x es igual al quociente que 


debe resultar de la division de la cantidad M por la fraccion, y 


M 


F 
EIA significa 


. A D " 
que la x es igual al quociente que debe resultar de la division del 


M N 
quebrado 5 por el quebrado p>Y de consiguiente equivale 4 e e 


, 
y así de otras varias expresiones. Las que hemos descifrado pueden 
bastar para dar á conocer lo mucho que importa colocar las líneas de 
division segun sea el resultado que nos propongamos indicar. 


A E E de 
vs PAN 
A O O DA COI DO CODO Da DD 

io on root ii te 


¡ 


A 


164 TRATADO ELEMENTAL 
Efectuando la division por a, resultará: 


S ed dilo BA 


y suprimiendo el factor 4 comun al numerador y al de- 
nominador ($. 38), tendrémos por último: 


ce— bf 
ae=bd * : 
Luego que hayamos hallado las fórmulas generales 
ERA af—cd 
=> PRE A a =bd>? 


podrémos aplicarlas á la solucion de todos los problemas 
particulares semejantes al propuesto, sustituyendo en 
lugar de cada letra el número representado por ella, y 
efectuando las operaciones indicadas; segun ya lo hici- 
mos ($. 14) en una equacion que tenia una sola in- 
cógnita. 

- En efecto, si hacemos 
Md A= IAS b=750=222; 
PON  d= 8; e =55f=1505 

a las operaciones que estan indicadas en la 
fórmula, resultarán los valores particulares que hemos 
hallado en el $. 56. 

“Y si hacemos 

| ES A 8 

p diz 8; 5 e=$ ST = 90; 
en efectuando las e indicadas , hallarémos el 
.mismo: resultado que en: el $. 58. | 

77 Las equaciones fundamentales" 

ax+by=c 
dr+ey=f 

pueden representar las de todos los problemas ue pue- 
den resolverse por medio de dos equaciones del primer 
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grado que contengan dos incógnitas; y las fórmulas que 
por resultado final hemos hallado para expresar los va- 
lores: de x y de y, pueden aplicarse á: quantos problemas 
puedan ocutrir de esta clasez-con tal que se consideren 
las letras 4, b, d, e como símbolos de las cantidades co- 
nocidas que multipliquen respectivamente á las incóg- 
nitas despues 'que se hayan traspuesto al primer miem- 
bro todos, los términos en-que estas se hallen; y las: le= 
tras c y f como símbolos de todos los términos éntera= 
mente conocidos , despues de 'traspuestos al segundo 


miembro. 


Asimismo lo que hemos practicado para deducir de 
las: dos equaciones fundamentales propuestas las fórmulas 
finales, se puede tambien mirar como un'modelo de ló 
que deberémos executar en todos los casos semejantes; lo 
qual se reduce en suma á-que enuna de las equaciones 
sedespeja una de las dos incógnitas; de este “modo se 
obtiene una expreston de su valor, la qual sustituida en 
lavotra equacion; hace que esta no tenga mas de una in: 
cógnita, y que ya entonces se le puedan aplicar las re- 
glas establecidas ($$. 10 y sig) o 0. oo 
==: ¿Por último: harémos las dos" advertencias siguientes: 

1.* No son suficientes dos equaciónés qualesquiera 
para determinar los valores de otras tantas incógnitas que 
haya en ellas; es necesario que una equacion no esté 
deducida de la otra , pues de lo contrario equivaldrán las 
dos á una sola. Así que las 'equaciones | | 

22 +3/=12 

41+Ó6y=24 
no son reputadas por dos sino en la apariencia; pero en 
realidad se reducen 4 una sola, porque en multiplican- 
do por 2 los miembros de la primera resulta la segun- 


cd 
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da; y en tomandola mitad de los miembros de esta re» 
sulta la primera. Téngase pues entendido que en quan» 
tos, casos, hablemos, de- qualquier número de equaciones, 
suponemos que son realmente distintas é independientes 
las unas de las otras, . Ala 
- Es necesario ademas que las dos equaciones no sean 
entre sí «contradictorias ó incompatibles, Si, por exem- 
plo,..se deducen: de la propuesta de un problema estas 
dos equaciones; 39h zolad on 
e DAR 3y=12 
y 41 +6y=20 
es muy fácil echar de ver que estas dos equaciones no 
pueden :de modo alguno. verificarse á un mismo tiempo, 
y que de consiguiente la qiiestion que así lo- requiere 
es enteramente absurda. | 
2." - Quando en mas de dos equaciones independien- 
tes no haya mas de dos incógnitas , las equaciónes que 
haya ademas serán supérfinas. en caso que las condició- 
nes expresadas.en ellas sean compatibles con las conteni- 
das en las otras dos; pero si fueren incompatibles , será 
imposible la solucion del problema, Así que,.si de la tra= 
duccion algebráica de la. propuesta de una question: re- 
sultasen estas. tres equaciores; 
j 22+3/=:22 
31+2y=23 
6s; 41 +5$)/=40, 
una de ellas será .supérfina; porque en habiendo deter- 
minado por medio de qualesquiera dos de ellas los va- 
lores de las dos incógnitas, estos valores satisfacen 4 la 
tercera, Pero. con solo variar qualquiera de los términos 
de una. de-ellas vendria á ser imposible la solucion del 
problema. | 
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De la resolucion de.tres:ó mas equacioñes que contengan 
igual número de incógnitas. 


78': Quando la propuesta de una giiestion contiene 
explícita ó- implícitamente tantas condiciones *distintas 
quantas sean las cantidades incóguitas cuyos valores: nos 
propongamos averiguar, cada una de las condiciones se 
traduce, como ya hemos visto, á -una equacion alge- 
bráica. La qiiestion en tal caso se llama determinada, 
porque se pueden determinar con certeza los valores de 
las cantidades desconocidas; pero como en cada una de 
las equaciones pueden y suelen con freqúiencia estar mez - 
cladas muchas incógnitas; el primer paso que debemos 
dar para resolver: tales equacionés es deducir de todas 
ellas una que no contenga mas de una incógnita. Sem» 

pre que en ninguna de las equaciones fundamentales haya 
mas potencia de las incógnitas que la primera, es Fá- 
cil deducir de qualquiera de las equaciones una expre» 
sion del valor de. qualquiera de: las incógnitas; y susti- 
tuyendo esta expresion en todas. las “demas equaciónes, 
las que de nuevo resulten tendrán ya una. incógnita me- 
nos. Repitiendo en estas nuevas equaciones el mismo pro- 
cedimiento , obtendrémos al. cabo. una. equacion, en la 


qualno habrá mas de una sola incógnita,” 


Esta operacion, por medio: de lá qua] hacemos, por 
decirlo así, desaparecer. de las equaciones una ó mas in- 
cógnitas, se llama eliminacion. Con su auxilio deduci- 
mos de tres equaciohes que tienen tres incógnitas dos 
equaciones que contengan solo dos incógnitas: de las dos 


muevas equaciones deducimos “pot último una que no 
contiene mas de vna incógnita; y determinado el yalor 
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de esta, determinamos fácilmente los de todas las otras. 
Del mismo: modo'de quatro equaciones. con: quatro in- 
cógnitas deducimos tres equaciones con. una incógnita 
menos; de estas tres deducimos dos con otra incógnita 
menos; y últimamente de estas dos deducimos una con 
una sola incógnitas y determinado el valor de esta se 
determinan fácilmente los de todas las demas. Lo mismo 
puede decirse de qualquier otro número de equaciones 
que contengan igual número de incógnitas que se ha» 
len todas en primiéra potencia. 
-Propongámonos- ya una qilestion que nos conduzca 

á tres equaciones:con tres incógnitas. | 

79 Uno ha comprado. el trigo, la cebada y el CCA» 
teno que en tres viages han conducido unos arrieros. En 
el primer viage fueron:zo las fanegas de centeno, 20 
las de cebada, y 10 las de trigo, é importaron todas 
2300 reales. En el segundo fueron 15 las fanegas de 
centeno, 6 las de cebada, y 12 las de trigo; y á los 


mismos precios que las del primer viage importaron 1380 
reales. Enel tercer viage fueron zo. las Sanegas de cen= 


teno, 5 las de cebada, y 4. las de trigo; y á los mis- 
mos precios que las anteriores importaron 750 reales, 
Se pregunta; ¿d como costó cada fanega de centeno, ca- 
da fanega de cebada , y cada una de trigo? 
Representemos por x el número de reales, precio de 


cada fanega' de centeno ; 


por y el de cada fanega de cebada; 
por z el de cada fanega de trigo; 


y de consiguiente el valor total de 30 fanegas de cen- 


teno será 3023 204 pu nsirol 


el de 20 fanegas de cebada será 2075 
el de 1o fanegas de trigo será 10% 
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Y como la suma de estas tres cantidades deba ser, 
con arreglo 4 la primera condicion del problema , igual 
á 2300 reales, tendrémos esta primera equacion : 

30% +20y+102=2300. 

Asimismo el valor total P 

¿de 15 fanegas de centeno será 1525 

de 6 fanegas de cebada será 67; 

de 12 fanegas de trigo será 12235 | 
y traduciendo al lenguage algebráico la segunda condi- 
cion, resultará estotra' equacion : 

151 +Ó6y+122= 1380. 
Por último el valor total 

de 1o fanegas de centeno será 1023 

de $ fanegas de cebada será. $75 

de 4 fanegas de trigo será. 425 
y la traduccion algebráica de la tercera condicion del 
problema será esta equacion : : : 

1OX+$/+42=7$0. 

Tendrémos pues fielmente traducida al lenguage 
algebráico la qiiestion quese nos ha. propuesto, en las 
tres equaciones siguientes: y 

gor +20y+102=2300 
1g0+ Ó6y +122=1380 i : 
10 +5) +42 = 750» 

Antes de emprender la resolucion de estas equacios 
nes, veamos si son susceptibles de alguna' simplificacion; 
exáminemos si los dos miembros de alguna ó de algunas 
de ellas son divisibles por un mismo número ($. 12); y 
verémos que los de la primera son ambos exáctamente 
divisibles por 1o, y los de la segunda por 3. Efectues 
mos estas dos divisiones, y podrémos sustituir en lugar 
de aquellas tres equaciones estotras: 

TOMO II. Y 


Á 
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5242) +42=3460; 

10 + $Y+42=76$0. 

Estando á nuestro arbitrio elegir la equacion que 
mejor nos parezca para deducir de ella una expresion 
del valor de qualquiera'de las incógnitas, deduzcamos 
de la primera equacion una expresion del valor de 2; 
pues no teniendo esta incógnita coeficiente en aquella 
equacion , la expresion de su valor resultará sin divisor; 
y, Por tanto será mas fácil sustituirla en las demas equa- 
ciones, De la primera pues,-se deduce que 

=230 —37 27; 
y sustituyendo esta expresion en-las otras dos , Se trans- 
formarán en estotras : ás 0 
$1+2)/+920—122=8y=460; 
10t+$/+920= 122—8y=780. 

Reduciendo, trasponiendo , y mudando los signos, 
tendrémos: 2. 712+6y=460; 

a EN 2H BY= 170, 

«+ “Ya que hemos eliminado la z,, y que las equacio- 
nes estan reducidas á dos con dos. incógnitas, deducirés 
mos de la primera la expresion que de ella resulta para 
el valor de y, la qual será: 


. f - 2: Año 6 mE 


y sustituyéndola en la otra equacion se transformará esta 
en la siguiente: 


22+3 07 170; 
la qual viene 4 ser esta: 


60 
460 — 75 


21H = 170, 
"AE 


O id Ñan 
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Habiendo ya eliminado dos de las tres incógnitas y 
obtenido una equación con una sola incógnita, nos será 
fácil determinar el valor de esta por medio de las reglas 
establecidas ($$. 10 y sig»). En efecto, de la última 
equacion:se deducen estotras : .— 
q4u+460—71=340 
41=7x=340—460 
714 =460—340 
31120 
240. 
Sustituyendo este valor de la x en la expresion que 
antes hemos hallado del de y, se transformará esta en 
las que siguen: 


o. _460—7x40_ 460—280 180 
A rd or ar rea 


- Finalmente, sustituyendo los valores que ya hemos 
determinado de x é y en la expresion que al principio 
hallamos del de z, se transformará esta en estotra: 

2=230—3x40—2x30=230—I80=8$0. 

Costó pues cada fanega de centeno 40 reales; 

cada fanega de cebada 30 reales; 

y cada fanega de trigo ¿o reales, 
Este exemplo puede servir de modelo para resolver 
otras tres qualesquiera equaciones del primer grado con 
tres incógnitas; y por otra parte merecen tenerse pre- 
sentes las abreviaciones y reducciones que en él hemos 
executado , para otros muchísimos casos en que podré= 

mos efectuarlas. 
80 Del mismo modo resolverémos el problema si- 


guiente: 


Se obligó uno á transportar una partida de loza, 
en la qual habia piezas de tres distintos tamaños, con 


aii 
« 
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la condicion de:que por cada: pieza que se quebrase pa- 
Zaria tantos reales como hubiera cobrado por el porte 
si la hubiese entregado sana. 

Se le entregaron primeramente dos piezas pequeñas; 
quatro medianas y nueve grandes; quebró todas las me- 
dianas; y despues de descontar del porte de las otras 
lo que debia pagar por las quebradas percibió 56 reales. 

Despues se le entregaron siete piezas pequeñas, 
tres medianas y cinco grandes; quebró todas las gran- 
des; y por el porte de las otras, despues de hecho el 
descuento correspondiente, ipendibió: solos 6 reales. 

Por último se le entregaron nueve piezas pequeñas; 
diez medianas y once grandes ; quebró todas estas once, 
y por este viage percibió 8 reales. 

Se pregunta: ¿ :quánto pon por el porte de cada 
una de las piezas? 

Representemos por x el número de reales, porte de 
cada pisos pequeña; 3 


EE => por-y el de om pieza mediana; 
s por z el de cada pieza grande. 


Y puesto que la cantidad percibida por el conduc- 
tor ha sido, con arreglo á la contrata, la diferencia en- 
tre lo que hnbiera cobrado por las piezas que ha entre- 
gado sanas, y lo que debia pagar por las quebradas, 
las tres condiciones de la qiiestion, traducidas al len- 
guage algebráico, se transformarán en las equaciones 
siguientes: 2x2—4y + 92 =56; 

7A+3y — $2 =65 
9 +10oy=112=8. 

De la primera de estas equaciones se deduce que 
¿= HH 907 2; 


/ 
DE' ALGEBRA. 2” BA 
yosustituyendo esta expresion en-las otras dos'equacio- 


nes, se transforman en estotras: 10 


8y —6 
2 en : 2 3y 52 =65 
. e 6 EA | > ca ] 
SATA Oy I2=8... 


Maultiplicando por 2 todos los términos de ambas 
equaciones, producirán estotras: 
39g2a+28/—632+ 6 y —102=12; 
¿04+36y —812+20y— 222=16. 
Reduciendo y trasponiendo. términos, y mudando 
los signos, tendrémos las siguientes: 
732=34)= ll 
1032= 5$6y=488.: 
De la: primera de estas se deduce que - 


dde 732 — 380 
y rr 


34 , o 
y sustituyendo esta expresion en la segunda, se transfor= 
mará en estotra: 


a rica. == 188, | 
TA E 4 


Multiplicando por 34 los términos de esta , produ- 
cirá la que sigue: : 
34-1032-56x732+ $6x 38034488. 
Efectuando las multiplicaciones indicadas, resultará esta: 
35022—40882+21280= 16592; 
de la qual se deducen estotras: 
35022 —40882=165$92—21280 
40882—35022=21280—16592 
¿86z = 4688 
4688 


= —=— =8. 


586 


O 


a 34: 2100-96 
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Sustituyendo ahora este valor ya conocido en la; ex 
| presion que antes hallamos del de y, se transformará esta 
en las siguientes: 


, ) 


E 584—380 SE 204 275 


Y 
* 


Ultimamente, sustituyendo los valores, que ya co- 
nocemos, de x é y en la expresion que al principio de- 


; ) Auximos del de x, tendrémos estotra : 


y 


'/ 6+-2 cr ? 3o— La 
F e TS z 2 - Sd E 
2 nia 2 2 
Se ajustó pues el. porte de cada pieza pequeña en 
4 reales; 


el de cada pieza mediana en'6 reales; 
y el de cada pieza grande en 8 reales, 
Estos exemplos pueden bastar para hacer ver lo que 
deberá practicarse en todos los demas casos. 
81 Muchas veces sucede que no se hallan todas las 
incógnitas en todas las equaciones fundamentales de la 


qúestion 3 pero no por eso dexarémos de resolverlas. por: 
el mismo método. Es verdad que en tales casos no será 


tan arbitrario el deducir de qualquiera de las equaciones 
la expresion del valor de qualquiera de las incógnitas, 
sina. que será necesario elegir una incógnita comuná dos 
Ó mas equaciones para poder pasar de-unas á otras. 
Sean por exemplo las quatro equaciones 


: 34 —2y= 2 . 
] -21+3/=39 
: ea E $172 LI 
AS .4)+3241 br A 
, €n las quales se hallan, como se ye, las quatro incógni» 
tas U, 1, Y, Z.. E 


Exáminando con alguna atencion estas equaciones, 
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se ve fácilmente que deduciendo dela segunda una ex- 
presion del valor de.x;-y sustituyéndola en la: tercera, 
resultará una nueva equacion que solo contendrá las in= 
cógnitas y, 2. Por medio de esta nueva equacion y de 
la última de las propuestas se determinarán los valores 
de 2 y de y. Luego que esten conocidos estos: valores se 
les sustituirásen las dos primeras equaciones , y se de- 
terminarán los de w y de x. Con arreglo á este plan de 
operaciones harémos el cálculo siguiente: 


e Ed 


a 19 Ir 
Nueva equacion:3' > * 15+142= 1735 
que combinada conto 4y+32=415 e AA 
dará po: resultado final bit PS 
JU 2517 PERL 
Estando ya conocidos estos valores, será fácil trans- 
formar: larex resion' del: valor de x en estotra: 
pr ] 


o han ligas” 4= AR Os AR d 
y la expresion 0 valor de y que se deduce de la pri- 
mera go vd saber: E si 
A A 
y= ed 


, $33 0:13 e 2 4] , a 
se transformará, por medio de la sustitucion, en estotra: 
Onis a JUN Ls a xO 373 
"y E AR Y Mi rl Mi HZ = ES 
l Dj y ] 2 o 3 
Sel pie los quatro números que se buscaban, 


YAQUI 


". 


ú 
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82; Aunque ho' hayamos aplicado: el método ex- 
puesto para:la eliminacion á otras equaciones que las nu- 
méricas, bien se dexa conocer que se le podria igualmen- 


te aplicar á las literales; peroies necesario confesar que en 


pasando de dos las equiciones y las incógnitas y el gran 
número de Jetras que es menesteremplear para repre- 
sentar de un:modo general las cantidades que se supo- 
nen conocidas, hacen algo embarazoso el cálculo; y de 
ahí es que los:algebristas y despues de. presentar con la 
mayor sencillez que es posible las equaciones funda- 
mentales, se han empeñado en descubrir, y efectiva- 
mente han descubierto medios de deducir inmediatamen- 
te de éllas las fórmulas finales sin necesidad de repetir 
toda la serie de operaciones que el método anteriormen- 
te expuesto prescribe. En el capítulo siguiente darémos 
alguna idea de loque mas importa saber sobre, esta ma- 


“teria; entretanto: »concluirémos este reuniendo. varias 


giiestiones, cuyas soluciones indicarémos, con el fin de 
que los principiantes se exerciten en ponerlas en equa- 
cion: y en resolverlas. noo sy dl 

1.2 > Uno á quien se preguntó quántos años tenía un 
hijo suyo, respondió: si del doble. de su actual edad se 
quita el triple de la que tenia 6 años ha, resultará el 
número de años que enel dia tienécos 0) cocoa 

Respuesta: el hijo tiene ahora: 9 AS 

2.4  Diofanto, autor del libro mas antiguo que co= 
mocemos de Algebra, pasó en su niñez la sexta parte 
de toda su vida; una duodeciñia ó: dozava; parte en su 
adolecencia , y entonces se casó; despues de haber estado 
casado 5 años mas de la séptima parte de su vida, tu- 
wo un hijo, el qual murió á:la mitad: de la edad ¿que lle- 
gó á cumplir el padres y 4 años despues de la muerte 


y 


o 
SILA 
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de aquel falleció este. Se pregunta: ¿quántos años tenia 
Diofanto al tiempo de su fallecimiento? chingiahm 

Respuesta: 84 años. Expaton: avion DS 
32. Un comerciante separa al ¡principio de cada año, 
de los fondos que maneja, 300.0 pesos para los=gastos 
de su casa; y sín embargo, por haber logrado ganar en 
cada año la tercera parte. del resto,:con el qual ha ne- 
gociado,. ha duplicado al cabo de tres años. el capital 
que al principio tenía. Se pregunta; ¿quánto era este 
capital primitivolo ooo 00 OO TS 
Respuesta: 44400 pesos. "IA SE 
4:* . Dispuso uno:en su testamento. que de su: caudal 
se diesen al mayor de sus hijos 1000 pesos y la déci- 
ma parte de todo lo restante 5 que al hijo segundo se die- 
sen 2000,pesos y la décima parte de lo que restase; al 
tercero 3000 pesos y la décima parte de lo que huli-se 
quedado despues de hechas todas las anteriores deduc- 
ciones 5 y que por el mismo órden se fuese distribuyendo la 
herencia entre todos los demas hijos. Cumplida que fue 
esta disposicion, se halló que. todas las porciones eran 
iguales. Se pregunta: ¿d quántos pesos. ascendia toda la 
herencia; quántos eran los hijos; y quánta la porcion que 


correspondió á. cada uno? Pa 
Respuesta: la. herencia total ascendia 4 81000 


pesos; los hijos.eran 95 y Áácada uno tocaron 9000 pesos, 
,«Observ.. Es digno de notarse en esta qiiestion el que 
sin embargo de ser tres las cantidades desconocidas, -se 
la puede resolver con una sola equacion, porque repre- 
sentando qualquiera de las incógnitas por. una letra, no 
es necesario emplear letras distintas para representar las 
otras dos, .en vista dela mutua relacion que: la pro- 
puesta establece entre ellas Bien es verdad que sí el 
TOMO Ll. a 


a 


Am 
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súmero:de: los: hijos :fuese-la incógnita: que elijámos: pa» 
ra designarla convuna:letra,. la. equacion:, aunque: fá» 
cil de resolver, no será ya de.primer grado. Esto! dará 
alguná idea: de ¡la "importancia: de hacer en tales .casos 
una: eleccion “acertada:de da 9 or. mirar cos 
mo: principal. incógnitas + Y ¿OUIDÓNO NA X 1 DADA MA 
mg 1 Un mercader tiene on Pes te tés la und le 
dá yzreales la libra, y la otra de á 5 4 reales la libras 
y quiere. saber quántas libras deberá: tomar de cada clase 
para componer 100 eras cuyo valor sosal aa io 
Ada ¿AQUA ODhhA: 
sha Respuésta:igo: PP de la primera el eláse, 7 yo de 
la segunda: 4 
» Observ. Esta es una (de las qilestiones que tos arit- 
méticos Haman de 'aligacion simple. Véase la nota puesta 


a .» 


e ba de 474 dela Aritmética 200126010000 
Se ha llenado de agua en 1 2 minutos una vast» 
ja vs 39 azumbres de cabida, habiéndola expuesto pri- 
meramente d un caño que arrojaba 5 azumbres de agua 
en cada minuto ; y despues d otro que: arrojaba 4 azum> 
dbres:en cada minúto. Se pregunta: '¿quántos minutos es 
tuvo expuesta á cada uno de los caños? S 
ra 9 minutos al primero, y 5 al segundo. 
2092 Siendo en un'relox las dove en punto, y estando 
por anita elominutero "sobre: el ímdice de las horas; 
se pregunta: U ¿qué hora será nobis duelvan dá ¿rornir se 
los dos índices? | 
Respuesta: la 1.2 y 5 minutos. 
ciar ¡Este problema eslanálógo al del ge ly: 
Queriendo uno distribuir los- -quartos que E 
pe varios pobres, “vió qué le faltabañ1 0" quartos 


para dar á cada pobre 255 y que dando 4 cada tino 
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so: quartos le sobrabam' 25. Se preguñta: ¿quántos 
quartos tenia, y quántos eran los pobres? 
| Respuestas los quartos. eran. 165, y. los pobres AS 

94 Tres, hermanos han. tenido, que asociarse para 
comprar una finca apreciada en-200000 reales; porque 
al primero le faltaba para: poder comprarla por sí solo 
la mitad del dinero que el segundo tenia;:4 este le fal= 
taba la tercera parte del dinero que tenía el primero; 
y al tercero la quarta parte de la misma cantidad del 
primero. Se pregunta : ¿d quántos reales ascendía. el 
dinero de cada uno? 

Respuesta: el primero tenía 120000 reales; el. sen; 
gundo. 1600.00 reales ;.y.el tercero 17,00.000realess 10: 
20,%, Se pusiérontres á. Jugar, yen la: primera ma= 
no: el priméro y el segundo ganáron al tercero tantos rea” 
, les como cada uno de aquellos dos había sacado para ju- 
gar; en la segunda mano gandron el Primero y el tercero 
al segundo tantos reales como cada uno de aquellos dos 
' tenta despues de la primera mano ; en la tercera ganá- 
ron el segundo y el tercero al primero tantos reales como 
cada uno de los dos tenia. despues de la segunda manos. 
y concluida; la tercera, tenia cada uno -de:los: tres reo 
reáles..Se pregunta: +? con quántos reales: se puso d jugar 
cada uno? ren art 21 . , di OU 
Respuesta: el Ear con 60 reales; 
él segundo con 105 reales; 
7 el tercero;con 19 5 reales, 


2 A td AAA PRI O 


» Fórmulas generales para la resolucion de las eguaciones 
del primer grado, 


83 ve precaver el inconveniente de que hemos hablado al 
principio del $. anterior han ideado en primer lugar los algebristas 
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el representar con, una .misma letra todos- los. coeficientes. que una 
misma incógnita puede tener en las diferentes equaciones fundamen- 
tales de una misma giiestion; y para dar 4 entender que la misma le- 
tra “representa distintás cantidades, marcan' con un acento las que 
pertenecen 4 la segunda equación; con dos acentos las de la tercera, 
con. tres las de la quártas y asítde las demas 2000 AI 
«Las dos equaciones generales , por exemplo, que contienen dos 
incógnitas , se representan de: este modo: 

A A yr Ad 
E EM e Le ata bly=<e pa e ¿a 
en las quales los coeficientes de la incógnita x estan designados por. 
1a' letra a; Tos de la y por b; la cantidad enteramente conocida por c5 
y para que no se crea que las cantidades representadas “por estas le- 
tras en una equación son precisamente iguales á las de la otra, tie- 
nen un'acento 104,14 3 yla e de la segunda. Por manera que a! no_, 
representa la misma cantidad que: 4, sino otro' coeficiente de 14 mis- 
ma incógnita .w3-2/ no. designa la misma cantidad que +, sino otro 
coeficiente de la misma incógnita y» 

Tres equaciones. con. tres incógnitas y pertenecientes 4 un mis- 
mo problema'se representan, generalmente, de este modo: . 0 
E LONIIWAO., Sd A by +: =d; 14 MINE > 

IN LR 

Y ido ala by pez =dM; | 
en las quales los coeficientes de la y estan representados por la letra 
as los coeficientes de lay" por Ú; los: de. la z por c; los términos 
enteramente, conocidos. por. d; y los :acentos: puestos á estas letras * 
nos indican que no son precisamente ¡iguales las tres cantidades desig- 
nadas por cada una de ellas. Así que a, a?, al! son símbolos de can- 
tidades distintas, y que solo tienen de comun el ser todas tres coefi- 
cientes de una misma incógnita x. Lo mismo puede decirse de las 
otras letras que representan cantidades conocidas. - 

Con arreglo al mismo sistema quatro equaciones con otras tantas 
incógnitas, y pertenecientes 4 una misma qliestion, se representarán 
con la mayor sencillez y generalidad del modo siguiente; | 


AAA 


- 00) 
- 
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ax adi se Eo 
alx + bly + cz + du =0; 

al y lla A ia — ¿My 
alla Polly RW dz + dy — ell; 
y por el mismo 'Órden :se podrán representar quálquier núméto ' Lab 
equaciones que contengan igual Se E incógnitas, y pertenez- 
can 4 un mismo problema. = 
84 Deduzcamos ahora de estas equaciones generales las fórmu- 
las 6 últimas expresiones de los valores de las' incógnitas; y 'para 
evitar en Ha: selimiñacion la sustitución de expresiones fracciónarids; 
hagamos que tenga un mismo coeficiente en todas las equaciones la' 
incógnita que :nos propongamos eliminar, ' observando para ello ún' 
método análogo al que hemos seguido 'para hacer que tuviesen un 


mismo denominador muchos quebrados. 
Comencemos por las «dos ¿equaciones generales: 
ax + by =c 
sidutqas2o. RIagos Cala dl tm=cl; ¿bobo si 
de las quales se. cidioitaria fácilmente la x, por e efenplo! si esta in- 
cógnita tuviera un mismo coeficiente en ambas equaciones; pues en' 
tal caso bastaría, para conseguirlo, Festar una equacion de otra. Ésto 
se na hacer mas perceptible enr las equaciones numéricas: 
MOV 1IYT 27 
10% +09Y=15$ 
de las quales, restando de la primera la segunda, se deduce estotra: 
¿ob 20l -¿uiopia) CAY YI 27 — LN ; E 
E A dl sois E AS 


n.”, 


¡Para hacer pues uso de este mismo expediente e en las equaciones 


pri es necesario: prepararlas de modo que tenga en ambas un 
mismo coeficiente la incógnita x que de ellas queremos eliminar; y 
pata conseguir esta preparacion bastará multiplicar los dos miembros 
de:la primera equacion' por el coeficiente a/ que la x tiene en la se- 
gunda; y los dos miembros de ésta por el Coeficiente 4 que la mis- 


ma x tiéne: en la primera; De este modo se transformarán las equa- 


ciones propuestas 
ar + by es 
Ax q p! de e , 


A A e O o ii e ERAN 


$ 
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en estotras: o 0 5 ar Hallyzale ys, 
caalz+ally=adl, AN ' 


Restando ahora de be segunda la primera, resultará estás 
: 2 Cab ah) yz arman: 

¿era no Habiendo ya. mas. ingógalas «que lay y.se-deduce que 
noj19q y 2sliigóooa: 2b « DAL ISA EBRAS TOS 20p 391 > 


a. ns Le irmnart e » 


si tijblésemos. rodar los, ¿58 Há a Alice 
eguacion porel coeficiente, »/ quea incógnita y tiene en Ja. segunda, 
y los, dos miembros de, esta porel coeficiente.b.que la misma incóg= 
nita tiene en, la primera , la: hubiéramos eliminado «por: audio de la: 
sustraccion, y hubiéramos hallado que 


Me—be! 
5 a y 
. abl— a!h 


Este método de eliminar qualquiera- incógnita es aplicable 4 
qualquier número de equaciones del primer. grado, ¿splichsidolo:é á las 
tres equaciones pe con tres incógnitas): 00 ai 
A 
2903157 la dy da dls Ja 2601 1951 

ax + bg +da=d"; : 
il tiplMarérios, para eliminar la x, los dos miembros de la prime= 
ra equacios por el producto a/a/! de los dos coeficientes que aque=, 
lla incógnita tiene en las equaciones segunda y tercera; los dos 
miembros de la segunda por. el producto. aa!! de los coeficientes de 
la misma incógnita en la primera y la terceras, Últimamente Josidos 
miembros de la tercera _Por el producto aa! de: los coeficientes «que. 
tiene en la primera y. la segunda. Teniendo ya entonces la un: 
mismo coeficiente aalal! en todas tres equaciones ,, restarémos-suces 1 
sivamente una de ellas de las, otras dos; . yy los. residuos. serán dos, 
equaciones , que solo Contendrán la y y: Ja 2.:..>: b20l- ye sbeuy 

Del mismo modo eliminarémos de estas dos equaciones di Ys yo 
el resultado será una equacion que no contendrá mas incógnita que 
la z, y será fácil deducir de ella la: expresion final del valor de esta 
incógnita; pero es de advertir que esta expresion , que como bien se 


Ñ 


$3 
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dexa conocer, será fraccionaria, tendrávun: factor comtn 4 los" dos 


- térmiños dela: fraccion! y «delconsiguiente no-será- la: más sencilla 


que pudiera haberse obtenido; mw 

85 Debemos 4 Bezout un-método. muy sencillo para deducir in- 
mediatamenté de > quals ler. _Rúmero de SS ASE ¡Aloe grado 
que contengan al número de incógnitas, una equacion que no 
teriga mas desiína incógnita; y: dela: qual! por:consiguiente «se hayan 
eliminado 4 un mismo tiempo todas las demas; y aunque las ventas 
jas de este método no sean enteramente perceptibles sino quando 
pasan de dos las equaciones; lo darémosá y conocer comenzando por 
este número de ellas: «para hacer > ver su u generalidad. 

o pues, las dos equiciones; a 


 Omiita To eyñs1 e slo rol dm El óptimas 1 


E ala Hy=el; is moral 
y e plida una dá ellas, la primera; por una cantidad indeter= 
minada puso araoohoRaiatócaro Cátaripps énproq ¿sbomode +00 510 910 
ama bbs «MOJDI5Íi Pa: 2h 2001 
y restando de esta última la segunda,de las propuestas , resultará: 
amx — al BEbmy— by =cm —«!; 

«ho lab estÓs Lam 41) 24 Cm —b1)y= 1D 

Y puesto que siendo indeterminada la cantidad m ifsenterás 
mente 4 nuestro arbitrio:atribuirle el walor,que mas nos acomode, 
podrémos suponer que, eea tal: que.bm=4 5, en cuyo caso, hacién- 
dose igual 4 á cero el cosfaenian que gicas en la última equacion, 


ducirá, Giene uo vita ent ilónos El q ami. dis 
ME¡ZOT pa Mo 29010: Upa. a y $ ¿NM X p 7% alma iS 
ejés »b noleriqro sl 63 aan al hb emoiar sl seme 5129 9b 
51 Rellevionando, Sanda aber el suponer, im= equivale ¿hacer 
esbenbhiicobei 


m= — 5 si sustituimos en vez de m esta fraccion” en l expresion 
H 3H o Si51 332 21290 ULT OO -, A2170 $ 


s 


que: hemos, hallado: del que Al, SQs cranformará en Astotraso 0 
obasiats1 y cunibui 5h dá dios 9up ¿nnolosisgo as obrar 


] el 
bi: 43 3u0 ¿ol 20boj o! cif "olba 1 epa 23 a: ob 


ir 


womárbiioy 6 uJinpó: AZITTA <p Eno += A noté 
Ar al Ñ Y 
AN, b ' sw 


Pta AN 


¡8 
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Sen vez de. suponen: bm=21:hubiésemos: supuesto 4mz= a/-se 
habria eliminado la. +; y:quedando»la'»y A canos deducida 
er obinmoido sarmdad sisibr : 
que. ibas ls, NY diia A, a | 
y: como esta hueva asar, equivalga 4 á “haber decho m= A > SUR 


«¿Ens uo 


did esta as em la expresiom que' hemos hallado del: valor 


de: bd q y ¿enmsb del 
y | al > 1icoa, on Oboldlo ales 


sha » ñ 
IO A dE 0l y OMea 01 pa obgn ] 7 


id 
——3 
5 iscengo leomá patada. 
A e. 
4 a al ; pal abl": OJtQÍa 9189 
a RONOIOSEDI zo0b ¿gl ¿2903 I MEDO 


Si quisiéremos que la expresion+del.valor de y tenga el mismo 
denominador que la de x, mudarémos los signos del numerador y 
del denominador de aquella; lo qual nos es permitido hacer 'siem= 
pre que nos acomode , porque equivale 4'multiplicar por —r los-dos 
términos de la fraccion. Asítendrémos: * 


86 Propongímonos pa Ed tres" Pr ene del prin 


mer grado” ss up 
Ne Ef 20n 35H na ii giatida ore m don 
A NA opone ab og 
stups eenid sica ae ly pg al om dr? 920) 


y yola: analogía nos condiúcirá “4 multiplicar dos qualesquiera de 
ellas, la primera y la segúnda, respectivamente por dos cantidades 
indeterminadas m y n; 4 sumar las"dos nuevas equaciones, y á restar 
de esta suma la tercera de las propuestas. En la expresion de este 
residuo entran todas tres equaciones ; yde consiguiente tódas las in- 
cógnitas; pero estando 4 nuestro arbitrio dar á las indeterminadas 
myn los valores que nos acomoden, “podrán estos ser tales. que á 
un mismo tiempo: desaparezéan de aquel' resultado:dos incógnitas, 
Efectuando las operaciones que acabamos de indicar, y reuniendo 
del modo que es posible en; un solo” térimino todos los que en la 
expresion del residuo Péttenezcan 4 una: misma incógnita, tendrémos: 
(amara na!) (bmb ab yema" == dm —d/. 
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- Silahora Queremos eliminar 4 un mismo: tiempo la +: y E Y, su- 
Abd como nos es permitido: a :20 1109 
: lamer am a!! 
bm bn—=b1!; 
y quedando entonces la z sola, se deducirá fácilmente que 
dm+ din —d! 
LE AA | 
; mtda— > 50 
Solo falta sustituir en esta expresion los. valores que COrTÉspolty 
dan ¿m y ¿n, los quales se. deben. deducir de las:dos equaciones 
que, usando de la absoluta facultad que teníamos, supusimos , á saber: 
cam+aln— all, E 
bm bln=01; 


las quales vienen 4 ser dos equaciones con-las dos. incóinitas my Me 


“ 


» 1 


Si pues cotejamos estas dos equaciones con las generales que hemos 


resuelto en el párrafo anterior, resultará del cotejo que los símbolos 
de las incógnitas, que antes eran xr é y, han venido á ser respectiva- 
mente m y 1; y Ss símbolos de las cantidades conocidas.que antes eran 


Ñ E , Cc, EN ee 
sn cy Pan venido 4 ser <7* 5 pl 77 


Con que eS en las fórmulas que antes hemos hallado, 
los nuevos símbolos en lugar de los anteriores, resultarán estotras 
expresiones: ! 

ap! — Hal 
abi —ba! > 
ab — ba" 
¡ab! —ba! .. 

Sustituyendo estas str expresiones en la que. po antes hemos 
hallado del valor de z, se transformará en la que sigue: 

— AA plal y + dl (ab! — bal) — dll (ab! —ba!) 
c(alp! — MN) RAZA Maha 

Del mismo modo podemos eliminar la x y laz, y dexar la y 
sola, suponiendo para determinar la m y lan estas dos equaciones: 

am+aln—al;  m+en—o!; 
y efectuando la misma serie de operaciones que antes, hallarémos que 

_ dlcdala sd (al —call) — dl (acl—ca!) 

ego CLAN Za Ral — cal] — (ar! —cal) 


TOMO 1I. AA 
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ss. Ultiinqmente ¿para ; eliminarla ¿yoy- la z3 y dexar la:z solá”, su- 

pondrémos: ¿0biirusoq:29 200 ono). 204 dbeog 
bim+ bn; >. mar cn — el; 

y efectuando las mismas operaciones, resultará: 

_ ABU — ble Y Hd (e — bl y — a (el ch) 
AC a MN Z 7) — al (bl y" 
Ordenando los términos-de' las tres fórmulas que hemos halla- 
do, de modo'que-seán alternativamente! positivos ¡y negativos;"co- 
locando los factores de:cada término. segun el órden de los acentosy 
y mudando los signos“del numerador y denominador de las expre= 
siones de la z y la x para que br tres" úl un denominador co= 


. k 


mun, resultarán estas: qa 
sr aaa pl dal E li poza 


Li E 


RH A o qQI_E AS > 
abl ML get pl +cabl— hato y pita! — bal 1 
ad — ac dl ER ealiM dat detal — cala 


NE at cap — pal le pet all —ebl all? 


AYIA — dB ¿BN pl Se par Eg 


== A 
ablar 14 HH Calp mr pl ll Ebo tal — (bla 


5% pesa las quatro equaciones generales: % 
ax + by + cz + du —e 
TA ES ARA y ¿ll y a ¿l 


aa ely + zz tdlly — ell ; HEFICNO 


. al. Tr DM Mz du — e, 
y multiplicarémos la primera por m; la segunda por m; la tercera 
por p3 sumarémos las tres que de nuevo resulten; y de la suma 
restarémos la quarta. La expresion del residuo, ordenada como las 


de los anteriores , será la siguiente: 


(aman ap — a) + Chm=+D'n 4 0p — DU) y +2... DS 


Com en Ae —:W) 2 + (dm e ¿so 
mt ens lp —e. 

- Para eliminar 4 un mismo tiempo las tres incógnitas x, Y, 2, y 
determinar el valor de la u, INPOIAIE nOs il tres equaciones qué 
siguen: bn 
gs am al pÑ e AR 
bm Dn + bp =b11 

mc dr lp 0; 
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y si este modo eehubacti 5qULO > cop ome crbrrinos 
= AAA pan ¿mm y onu 
-góvub el ab orion dm d+ dp — di 
¿“De las tres 'equáciones supúestas" se dedúcirán, con el auvilio de 
las fórmulas del Ig £anterior, los valores dem;in, dde y se les susti=" 
tuirá- en la expresión que acabamos de hallar del walór de . Del: 
mismo modo Di las fó pa Coicti á pe 2,6 se Y 
4 la xa. Si vs ¡ Aj ] . y 
«En vista de la generalidad, "sencillez y comodidad de este métos: 
ad apenas habria cosa alguna que añadir 4' lo"expuesto , 'sicluego: “que? 
se hiin hallado las primeras fórmulas, y que: -se' ha observado el'ór- 
den que todos sus términos guardan en su composicion, nose hu= 
“biese descubierto un medio aun mas sencillo a hallar: de di 
que: necesitemos de ellas. co 000000 0 oo 
-88::Con-el sli de: dudo mejor MES conocer , comencemos: son = 


equacion- MRILECO Blas ME ar=b- o) 20l nos 29l0j 
-srimonob' 1) 2 quee eminononi $: ip Sup abense y di 
de la qual se deduce 0 cd te 


efi cua expresion se've que el numerador-es el término enteramente 


conocido, y el denominador el coeficiente de la incógnita. +: 


“FDe Tay dos pie esueralasa eblasbemicl ey obmin 

ao) 190191 15 de y dr + hy —=e 109 4 aormeditoss ,estusio 
basiosd SEN are byzea os le a ) 

se han déllucido» las: Frtsulás igualmente generales 0000002000 
"gle lo obushuta yl us trial tel onbr50/olacs > p abrió lo via 
* — cap] ad AAA a ab =bal= Sum bey h y 

«en las quales se puede facilmente observar: que en el conde 
no'entran' mas cantidades que los coeficientes de las incógnitas com- 


binados de un modo tan sencillo, -que basta invertir el: ó den de los 


factores:del producto'ab, anteponer el' signo = al producto: ba que 
de “aquella inversion resulta ;y marcar con un:acento la: segunda letra. 


Ó factor de aquellos dos productos; y he ahí formado el denomina=, 
dor ab! —ha/, Md ej yde 


“Por lo que hace al numerador, es fail echar de ver que el res». 
pectivo 4la % no se diferencia del denominador sino en que la.c: 
ocupa el lugar dela 4 py el respectivo 4 la $ no se diferencia del ide- 


ISSN TRATADO: ELEMENTAL 

nominador sino en que la c ocupa el lugar de la.b3: por. manera, 
que así en uno como «en otro numerador. ocupa la c el lugar que. 
en el denominador “comun corresponde al coeficiente de la incóg- 
nita, cuyo valor, intentemos .expresar»., Del, denominador, comun 


bl — ha! se deduce, pues.el numerador cb! —bc/, para.el yalor de: la ; 
20; y el numerador ac/ —ca”. para el valor de la y. De. consiguiente; 


así en el caso ¡de dos:incógnitas como en el de una sola se deduce 


del denominador el numerador, poniendo el término enteramente co-: 
nocido. en lugar ¡del cocficiente. de la. incógnita cuyo valor .se busque, 


y conservando los acentos segun, esten en, el denominador, 


- Basta: dar una ojeada las, Lórmulas: que han ' resultado de, LE 3 


equaciones con tres incógnitas , para ver observada en todas ellas .la 


misma tegla; por manera que toda la: dificultad queda reducida á- 
formar el denominador. Para la formacion de este tendrémos pre», 


sente que en el caso. de las dos incógnitas se haciam:todas las permu- 
taciones posibles con los coeficientes a y b; y esta observacion nos 
inducirá 4 pensar que quando lás incógnitas sean tres, el denomina- 
dor se compondrá de todas las permutaciones posibles de los tres 


oración b, a orion; ¿pues estas asta niaciónss «del modo. 


la 


siguiente :, singdosi sh siste lo vb v.o 
Teniendo ya formadas las permutaciones, ¡abad 18 dos poo 
cientes, escribamos á continuacion-de la primera ab el tercer coefi- 


ciente c, y así tendrémos la combinacion abc; y haciendo que la e 


ocupe sucesivamente todos los lugares en la combinacion, sin: inver. 


tir el órden que en ella guardan las letras 4 y 4; y mudando el sig- 
no á cada nuéva'permútacion que resulté tendrémos:— * 
beridens o nn abe—achb+cab. o, 
Extcntenios lo mismo con la segunda permutacion de las dos le 
tras — ba, y resultarán estotras: — hac +bca— cha, 


Reuniendo estos tres productos 4 los tres anteriores, y marcan-' 
do con un acento la segunda letra de cada producto, y la tercera: 


con dos, resultará: AS 
ab/ e" — act bl q! pl — hala pl pela! —ebal; 

que es cabalmente el denominador comun de las fórmulas que he- 

mos deducido de las tres equaciones generales con. tres incógnitas. . 

Del mismo modo se formaria el denominador en él caso de ha- 
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Ber quatro equaciones con otras tantas incógnitas , introduciendo. la 
Pen d en cada uno de los seis productos 
eb, cabe atbiecab=bac +bca —cba, 


y haciendo que vaya sucesivamente ocupando todos los lugares, y- 
alternando los signos. Por manera ue el primer término abc deberá: 


pr los quatro siguientes: 
abed — abdc+ adbc— dabc. 


Executándo lo mismo con'los otros cinco productos, y marcan»: 


do la segunda' létra' con! un acento, la tercera icon:dos, y la quarta 


con tres, tendrémos los 24 términos de: que se compondrá el deno-: 


minador; y de este se: pai los: cd numeradores por la re- 
gla establecida anteriormente. * 

89 Para aplicar las fórmulas que:hemos “hallado 4 la resolucion 
de las equaciones numéricas, es necesario cotejar qualquiera que se 


nos proponga de estas, con las generales: que hemos resuelto en: los: 


párrafos anteriores.: Por medio de este-cotejo: vendrémos en conoci- 
miento del valor que en aquel caso particular corresponda 4 cada 
uno de los símbolos a, b, e Stc.; y sustituyendo estos valores en 1 das 


formulas, resultarán los delas incógnitas. +: - 


qe Laa exemplo- nos' propusiésemos. resolver: las: tres equaciónes p 


FEA EY A 1279 
32 81 +H47Y+92122 
: PHAPEEZLITGS, 


yl 


las coria racista con AS generales S mp y del cotejo resalta 


' £ÍíMO? £ is 


ria qué én este caso 


“a=8; ES Ls E 
A Y e e a AMG 
Sustituyendo estos números en las fórmulas Ó expresiones ge- 
nerales de los valores de las tres incógnitas, y efectuando las opera- 
ciones que estan indicadas en ellas, hallarémos que 
A=4 YZ95 23. 
Conviene tener entendido que las mismas fórmulas pueden ser- 


1 Laplace ha demostrado 4 Priorí estas reglas en la segunda parte de 
las Memorias de la Academia de Ciencias año de 1772, pág. 294. 


ibas ¿=791 daa 


ál p 
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vir para determinar los valores de las incógnitas, : aun quando no - 
todos los términos de las ca SIASS numéricas que. se nos propon= 
gan tengan el signo +, como á primera vista. puede ¿Parecer que lo 


exigen las equaciones: generales ,, de donde: se han deducido :aquellas.. 
expresiones, Lo único que en faltando aquella:condicion se requiere . 
ademas, es tener muy presentes las reglas de los signos para determi-, 


nar el que corresponda 4'cada-uno -de-los términos que entren en la 
expresion del walor de cada incógnita; /puesto que,aplicamos una fór- 
mula calculada para: ciertas: y: determinadas, circunstancias á un Caso, 


en que ya estas no se verifican. eonirmdd ne col oo bas 2213 105 
Si por exemplo:se nos propusiésen'las eguaciones .' : bniutiá 
31 — 9) +82 4 uma 9 leia 
dr 2 O il E 
93 2 AAA ZN RA ÓBT RR resnotdrima 21] 
Pe pa con las generales veríamos que 200 is 


4=33b2=9;c83d= 45 EN 
al—=—83b 45 0/25 d 20; 
azi AZ—375 AUZ—63 dl = 37. 


Añora, al Hgneo de hacen la sit cla de estos, valores nemi 


Aids 


vendrá 4 ser en este caso +3-x+ Acne y de ANO el 
producto será — 72. Efectuando lo. mismo cón todos los demas tér- 
minos así de los numeradores como del denominador; sumando por 


una parte tados los,términos aditivos, y por otra. todos;los sustrac- 


tivos; y últimamente restando la suma de los unos de Ja ¿de los otros, ; 


resultará: : , 
_2774—1834.. 18942774 ¿60 a 
2. 622—592 BO - 
go212— 2932 sii 193273890500 ateo 
qe 592—622 — 622892 de sofa! 
—3959—3889 3889385939 rulos Sta 
592 —Ó82- > 622592. 30", 


1 


cnica 
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sets: ) amada is 
De: las: equaciones de segundo grado con una sola 
2ol 1 tab sing INCÓBNITA. 2 cota 

go En las equaciones que hasta aquí hemos re- 
suelto'no: estaban las incógnitas multiplicadas unas ¿por 
otras, ni elevadas á otra potencia .mascalta¡que Ja; pris 
mera3 por cuya razon se las llama del primer. grado; 


“pero si nos propusiéramos hallar un número que mul, 


tiplicado por su quíntuplo produxese:12 5, en represen= 
tando el número incógutto por:x, su quíntuplo sería $ 1; 
y tendríamos esta equacion: 

a o VISIO RA TT . 
la qual se llama del segundo grado, porque contiene la 
segunda porencia 1* de la Incógaita. Si dividiendo por 
5 los dos miembros de la equacion despejamos aquella 
segunda potencia, resultará | F 

71:18 gatita. : 

Para deducir ahora de esta equacion el valor de la, 
incógnita: son necesarios otros medios que Jos indicados 
($: 1155 pues ténemos. que hallar: un número;que mul-, 
tiplicado,, como dicen; por-sí mismo produzca 2 
para esto no son suficientes aquellos medios. Es verdad 
que basta un poco de atencion para echar de. yer.que 
el número que buscamos es $3 Pero como muy pocas 


- veces se podrá: descubrir con- tanta facilidad el «húmero, 


que satisfaga 4 cada una de las: innumerables. equaciones, 
de esta clase que pueden presentársenos, será muy-con» 
veniente prescribir un método general para- dar solucion, 
á-esta nueva qiestion. numérica : hallar, un número que 
multiplicado por sí mismo produzca, otro número; dado Ó. 
lo:que viene 4:ser: lo mismo, retroceder de la segunda, 


192 TRATADO ELEMENTAL 


re 


gundo grado. 

9 1 + El método que vamos á exponer para: hallar, 
ó.comoó se dice,:para extraer la raiz quadrada de qual- 
quier número; supone quese tengan'de antemano: cow 
nocidos los quadrados ó las segundas potencias de todos 
los números digitos; por cuya razon creemos convenien= 


te poner aquí la siguiente tabla: 


A qá(KEO A 


Raicesal 11213 /415]6/7.:819 
| 


Quadados | I | 4! 9 


o 


ns 


5 


en la qual vemos que la segunda potencia de un nú= 
mero representado por una sola cifra no puede estar re- 
presentado por mas de dos. Por otra parte sabemos que 
Io, es decir, el número mas pequeño de todos los que 
pueden representarse por una combinacion de dos cifras, 
tiene ya tres en su quadrado 100; que el quadrado de 
20 es 400;el de 30 es goo; el de 40 es 1600; y 
generalmente que el quadrado de qualquier número re- 
presentado por una sola cifra significativa con uno.Ó mas 
ceros 4 su derecha tiene por decontado las mismas ci- 
fras significativas que si la de la raiz estuviese entera- 
mente sola, y ademas un número de ceros doble del 
que la raiz tenga. 

- Quando la raiz esté representada por dos Ó mas ci- 
fras significativas, convendrá observar guánto influye el: 
valor de cada una de ellas. en el de todo el «quadrado;.. 
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propuesto nos lo «presentan como equivalente 4 un: bi: 
nomio 4-+b cuya! primera parte a' es 4: decenas , y la 
segunda bes 7 unidades. Y habiendo demostrado en el 
exemplo segundo del $.:34 que el quadrado del biz 
nomio 4+b es a4+20b+)b*; inferirémos que el :qua= 
drado del número propuesto ;ó de: otro qualquiera com-: 
puesto:de decenas y unidades, contendrá las: tres“ partes 
siguientes; primera , vel quadrado: de lasodecenás - ses, 
« gunda, dos veces el producto de las decenas: por las 
unidades: tercera ,'el quadrado de las unidades: 
: Asíque en la composicion del quadrado: de 47. de=: 

berán entrar las tres siguientes partidas:%r Laso 

PQ obio a iZ 4090 =bbo001 01 

¿.2ab=80x 79 =:5600 | 
SUP 19 20 otro O) 
“ia obo PNG AZ gado ra bd o 
Si ahora queremos retroceder del número 2209 4> 
su. raiz 47 , Observarémos em primer lugar que el 'qua- 
drado 1600 de las decenas no tiene cifra alguna signi- 
ficativa de un órden inferior al de las céntenas, y que 
16 centenas es el mayor quadrado contenido en las 22 
centenas del número 22095 puesto que 22 se halla en- 
tre 16 y 25, es decir, entrecel quadrado de 4 y el 
de 5 y así como 47 se halla entre 4 decenas ó 40 uni- 
dades, y :g decenas ó 50 unidades. pio 
TOMO 11. BR 
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| Por consiguiente viendo: que el mayor, quadrado 
| contenido-en las 22.centenas es 16 centenas , y que la 
' raiz quadrada; de 16: centenas. es 4 decenas, inferirémos 
| “que la: raiz. del número, 2209 «no! «puedér tener; máyos 
h número de.decenas que: 4. Si despues quitanios del-núx 
IIS mero propuesto el quadrado 16 centenas Ó1600: uñi=: 
| dades, el residuo 609 deberá contener el doble pro- 


| dos últimas: partidas no contenga unidades: de órden:in=. 
residuo 6095 bien que en aquellas Óo: decenas estas 


i “60 decenas: por 8. decenas , doble'de. las: 4 que antes 

' hemos hallado ,-el: quociente 7.será: el número de las 
unidades absolutas de la'raiz; porque multiplicando por 
7 las 8 decenas, y restando del número 609 las ¡56 
decenas Ó ¿60 unidades, quedan de residuo 49, que 
justamente es el quadrado de las 7 unidades. 


IA Despues de haber expuesto los principios en que 
se funda esta OPeFAcIOn- , la efectuarémos del modo si- 
genes non b bib 20m ito 18 
¿Quadrado pil. 22,09 e dis «Rai pálida : 
16 es y OuEio 
il DODTO SL > rv 
LAA A di 
dojo ¡losbas 
ie Se escribe el número propuesto como si tratasemos » 


de dividirlo por otro, destinando á su.raiz el lugar que 


ducto de las decenas por. las unidades, y: el. quadrado: 
de las unidades de la raiz. Y :como la primera de estas: 


! ferior al de las decenas, es claro que deberá hallarse en 
el número 6o0.«representado por las «primeras cifras del: 


rán tambien: las procedentes del quadrado de Jas. uni-; 
dades absolutas:de lá. raiz, S1,:pues, dividimos aquellas. 
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deberia ocupar el: divisor. En seguida se separan con 
una:coma las: dos cifras de unidades y decenas para con- 
siderar solaménter el número. «representado por las dos 
primeras cifras de la izquierda; que debe contener el 
quadrado de las. decenas de la raiz. Se busca el mayor 
quadrado :1.6 contenido .en aquel número; se pone la 
raiz 4. en <el Iygar que le: está destinado 5 y se: resta st 
quadrado.1:6 de:22.:Al lado del residuo 6'se baxan las 
otras dos cifras .og9'del número propuesto; se separa la 
última, porque no pertenece al doble producto de las 
decenas por las unidades; se divide: la: parte: restante 
á la izquierda: por»8, duplo de las. decenas de la raiz; y 
así resultan por quociente 7 unidades. Para formar ahora 
á un mismo tiempo las dos últimas partes del quadrado 
que deben hallarse en.609, se escribe 7 á la derecha 
de 8, por cuyo medio resulta el. número 87, igual al 
duplo de las decenas mas- las unidades, y representado 
generalmente. por 24-*b5:el qual multiplicado por 7 
Ó por hb reproduce 609=2ab+b*, ó el duplo de: las 
decenas multiplicadas: por las unidades, mas el quadrado 
de: las unidades, Efectuando: Ja sustraccion no queda re- 
siduo ulguno;. y así “venimos.en conocimiento de que se 
ha finalizado la operacion, y de que 47 esla raiz qua- 
drada de 2209. “gOÍ- er 

Si nos propusiéramos ahora extraer la raiz quadrada 
de 324, dispondríamos la operacion de este modo : 
Quadrado....w..-3,24-|-18....., Raiz quadrada. 
28 
22,4 
ms 224 
2000 


' | 
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é imitando» quanto:hemos practicado: enyelvexemplo 
anterior halleríanios que: ix. es Ja cifra de las decenas, ó: 
la primera:párte: de ola raiz. Siendo el» quadradó de 1-de- 
cena 1 centena, irestarémos” esta de:las'3 que hay en el 
número propuestos, y 4: la derecha del residuo 2 cente- 
nas pondrémos las: 24 'unidades;.conlo:qual tendrémos 
el número. 724.) Dividirémos-por: el iduplo':a sde: la 1: 
decena que hemos halládo , el número: 22 representado 
por: las dos primeras cifras de 2:24!«Ahora bien, 2:2 con: 
tiene al 2 once veces; y la:segunda parte que buscamos 
de: la raiz: no solo! no puede llegar 4:10: sino que en este 
caso debe sér menor qué :9.,«porque” escribiendo 9 á la 
derecha de 2, y multiplicando 29 por:9 como prescri= 
be la regla, hallaríamos por resultado 261 que no se 
puede restar de 224: No debemos pues mirar la divi» 
sion: del 22 por-2:sino solamentexcomo un medio apro» 
ximativo:de hallar las unidades3:y será preciso disminuit 
el quociente hallado hasta que resulte un: producto: que 


h no exceda al 2245 condicion que: se verifica en el nú- 


mero, 8, puesto que 8 multiplicado por 28 es igual á. 
224. Haciendo pues la sustraccion'no queda residuo al 
gunos y esto'nos indica que la raiz que buscamos es 18.> 

Formando las tres partes del quadrado de 18 ha- 


llarémos : at=100 Dog chotb 
Seralisgab= ro 0ncioIr oa sonal 
f er plo S ys 
bi= 64 e. DUO , Le Yu 
A ii E $ 


Total...... 324=18x183 

por cuyo medio vemos que las-6--decenas que contiene 
el quadrado de las unidades;réwnidas á las 1 6 del doble 
producto de las decenas por las unidades, alteran este 
producto en términos que la division de las 22 decenas 


AAA AA 
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por el duplo de la decena de la raiz, no puede ya dar 
exáctamente las unidades de. esta. '. 

92 En vista de.lo que hemos ass cost en los 
exemplos anteriores no puede ya ofrecer dificultad al- 
guna la extraccion de. la. raiz quadrada de un número 
representado por tres Ó quatro cifras; mas para, poner al 
lector en estado de extraer Ja raiz de un número repre- 
sentado por quantas cifras se quieran, son todavía nece- 
sarios ciertos pormenores que fácilmente se deducen 
de los principios establecidos, . 

Miéntras no llegue 4 100. un oa su quadra- 
dono podrá estar; representado por mas de quatro cifras, 
puesto que el quadrado de 100 es 10000, que es el 
número. menor de quantos se pueden representar por 
una combinacion de cinco cifras; pero todo número que 
pase de 100 y no llegueíá 1000, habrá de tener en su 
quadrado mas de quatro y menos de siete cifras. Esto 
supuesto, para exáminar la formacion del quadrado de 
un níÍmero mayor que 100 y menor que 1000, de 473 
por exemplo, se podrá descomponer este número en 
470+3 Ó en 47 decenas mas 3 unidades; y para de- 
ducir su quadrado de la fórmula 

ar+20+b, 


haremos 4= 47 decenas= 470 unidades; b= 3 unida- 
des; y así tendrémos: 

a*=220900 
2ab= 2820 

DU 9 

. + ¿Total...... 2237294734735 
en cuyo exemplo se ve que el quadrado de las 47 dece- 
nas no tiene cifras significativas de nn órden inferior á 


mt] 
E 
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las centenas , como debe ser en general; puesto que dece- 
nas multiplicadas por decenas producen siempre centenas: 

Debemos pues buscar él quadrado de las decenas 
en la parte;22 37 que queda á la izquierda del número 
propuesto despues de haber separado las decenas y las 
unidades; y como' 473 está éntre 47 decenas Ó 470 y 
48 decenas ó 480, es consiguiente que 2237 'sea ma- 
yor que el quadrado de 47 y menor que el de:48. De: 
donde se sigue que el mayor quadrado contenido en 
2237 será el de 47 ó el de las decenas de la raiz. Para 
hallar el mayor quadrádo contenido en 2237 procede- 
rémos como si intentásemos extraer la raiz quadrada de: 
aquel número; pero deberémos tener entendido que en 
vez de llegar 4'm resultado exácto , quedará un residuo, 
que contendrá las centenas procedentes del doble pro- 
ducto de las 47 decenas multiplicadas por las unidades. 

Para efectuar el cálculo se dispone la operacion del 
modo siguiente: 

Quadrado........ 22,37,29 (473.0... Raiz. 


16 87. j e 
63,7 943 
609 
282,9 
287,9 
Pa 


Se separan primeramente las dos úiltimas cifras 295 
y para extraer la raiz del número 2237 que queda 4 
la izquierda, se separan del mismo modo las dos últi. 
mas cifras 37 de este número; y de esta manera se halla 
dividida la combinacion de cifras del número propuesto 
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en' porciones ó secciones de 4 dos cifras empezando 
por la derecha. Se executan con las dos primeras seccio-. 
nes de la izquierda las mismas operaciones que se han 
hecho en el exemplo anterior. con el número 22093 - 
por cuyo. medio obtendrémos; las dos primeras cifras 47 
de la raiz; bien que resulta un: residuo 28,:el qual com=: 
binado con la última seccion 29 nos presentará el nú- 
mero 2829 que debe contener al doble producto de las: 
47 decenas por las unidades y 'el quadrado delas uni- 
dades. Separemos la cifra g que no forma parte del do-. 
ble producto de las decenas por Jas unidades, y divida» 
mos 282 por 94, duplo de las 47. decenas; escribamos 
el quociente 3 inmediatamente 4 la derecha de 94; mul- 
tipliquemos (943 por 3; restemos del-282 9 el produc-> 
tO5 y puesto que no resulta residuo alguno, estará con- 
cluida la operacion. 


93 Para manifestar las operaciones que se han de 
executar con otro número qualquiera, nos propondré- 
mos extraer la raiz de 22391824. Sea qual fuere esta 
raiz , la podrémos: considerar como compuesta de dece= 
nas y de unidades, lo mismo que en los exemplos ante- 
cedentes; y como el quadrado de las decenas no debe 
contener ninguna cifra significativa de órden inferior 4 
las centenas, no podrán entrar en él las dos últimas cj- 
fras 24. Separémoslas pues, y vendrá á parar la giiestion 
en buscar el mayor quadrado contenido en la parte 
223918 que queda á la izquierda. En atencion 4 que 
esta parte se compone de mas de dos cifras, es necesario 
“concluir que el número. que exprese las decenas de la 
raiz que se busca, se ha de representar por mas de una 
cifra, y por consiguiente se le puede mirar tambien co-- 
mo compuesto de decenas y unidades. Al quadrado de 
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estas segundas decenas no pueden” pertenecer las dos 
últimas cifras 18 de la parte 223918, sino solo las 
restantes 2239, que quedan 4: la 'izquierda; y pues- 
to que el número 2239:está' representado por quatro 
cifras, la raiz del mayor 'quadrado contenido en: él, “se 
representará por «dos: cifras: tendrá pues decenas y uni- 


dades; y no debiendo pertenecer al quadrado de estas 
últimas decenas las dos cifras 39 de la derecha , será ne=: 
cesario buscar en el 212 el quadrádo: del número de uni=- 


dades de órden superior que puede haber en la raiz 
pedida. Por esta serie-dé raciocinios, que se puede con- 


tinuar al infinito, resultará dividida la combinacion de* 
cifras del número propuesto en secciones de á dos cifras 
de derecha á izquierda; bien que podrá muy bien suce=" 
der, y freqúentemente sucede, que en la última seccion: 


de la izquierda quede tan solo una cifra. 


Dividida así la combinacion de cifras del número 


propuesto en secciones; y dispuesto como aquí lo pre- 


sentamos, se hacen con las tres primeras secciones las 
mismas operaciones que hemos executado en el exemplo' 
del párrafo anterior; y quando se han hallado las tres" 


primeras cifras 473, se baxa la quarta seccion:24 á la 
derecha del residuo 189; se 22,39,18,24 
considera el número 18924 16 

como que contiene al doble “G 3,9 | 87 


producto de las 473 decenas 60 9 
por las unidades que busca- 


,8 

mos, y al quadrado de estas de ARE 
nen 282 9 

unidades; se separa la última a, 

cifra 4, que: no pertenece á 18924 

aquel doble: producto; se di- _ 18924 

vide el número 1892 que 00600 


4732 
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queda á la izquierda por 946, duplo de 463; y se ha- 
ce en seguida la comprobacion del quociente 2 del mis- 
mo modo que en las operaciones precedentes. 

Con esto hemos terminado la operacion; pero se 
ve claramente que si hubiese aun otra seccion, las qua- 
tro cifras halladas 4732 representarian el número de las 
decenas de una raiz cuyas unidades tendríamos aun que 
buscar; y por consiguiente seria necesario dividir el re- 
siduo que nos quedase, combinado con la primera cifra 
de la seccion siguiente, por el duplo de aquellas dece- 
nas. Del mismo modo continuaríamos la operacion si aun 
quedasen otras nuevas secciones de cifras que poder baxar, 

94 Es necesario advertir que sl despues de haber 
baxado alguna. seccion, el residuo precedente, combi- 
nado con la primera cifra de ella no contuviese al du- 
plo del número representado por las cifras que hasta en- 
tonces hayamos hallado de la raiz, deberémos poner á 
continuacion de estas un cero, porque en este caso la 
raiz no tendrá unidades de este órden; y baxarémos en 
seguida la seccion siguiente para continuar la operacion 
comó de ordinario. El siguiente exemplo presenta ya 
executado lo que acabamos de prescribir ; bien entendi- 


do que en él hemos efectuado 49,42,09 | 703 
las sustracciones sin escribir los 342070 Pres 
sustraendos, é imitando lo que 
hemos practicado en la division dE 
(Aritm. $. 46). 
9s La tabla que hemos puesto ($. go ) de los 
quadrados de los números dígitos nos hace venir en co- 
nocimiento de que existen muchos números com prehen: 
didos entre dos quadrados inmediatos, y que de consi- 
guiente no tienen raiz exácta: 45, por exemplo , no €s 
TOMO 11. cc 
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un quadrado, puesto que se halla entre 36 y 49. No 
serán, pues, quadrados perfectos, ó lo que es lo mis. 
mo, no tendrán raiz quadrada exácta todos los núme- 
ros.que se nos propongan, antes por el contrario las mas 
veces sucederá que el número cuya ralz se nos pida 
no la tendrá; pero efectuando con él las mismas operas 


ciones que si la tuviese, el resultado será la raiz del 


mayor quadrado que en él esté contenido. Si se busca, 
por exemplo, la raizde 2276, se hallará 47, quedan- 
do de residuo 67; lo qual manifiesta que- el mayor 
quadrado contenido en 2276 es el de 47 6 2209. 

En estos casos en que despues de haber hallado la 
raiz del que creamos el mayor quadrado contenido en 
un número, quede algun residuo final, podrá ocurrir 
la duda de si habremos puesto en la raiz alguna parte 
menor de lo que debiera ser. Para salir de esta duda, 
y ver al mismo tiempo si el residuo final podrá desva- 
necerse , ó por lo menos disminuirse, tengamos presente 
que siendo el quadrado de 4+b 

VE Praza, 
si hacemos h=1, el quadrado de 4+1 será * 
A4+24+ 1. 
- Esta expresion, traducida nos viene á decir que si 
dos números qualesquiera representados por 4 y a+r 


se diferencian en una sola unidad, el quadrado del ma- 


yor contendrá el quadrado del menor, mas el doble de 
este, mas la unidad. De consiguiente, para que deba- 
mos añadir una unidad á la raiz que hayamos hallado, 
es indispensable que el residuo que haya resultado con- 
tenga por lo menos el doble de la raiz hallada, y ade- 
mas una unidad. Siempre que no se verifique esta cir- 
cunstancia, la raiz hallada será efectivamente la del ma- 


O 


ts 
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yor quadrado contenido en el nímero propuesto. 

96 Supuesto que para multiplicar una fraccion 
por. otra es necesario multiplicar los numeradores entre sí, 
y los denominadores tambien entre sí, es evidente que 
el producto de una fraccion multiplicada por sí misma; 
6 el quadrado de una fraccion es igual al quadrado de 
su numerador dividido por el. quadrado desu denomi- 
nador. De aquí se sigue que para extraer lavraiz 
quadrada de una fraccion es necesario extraer la de 
su poca y la de su denominador. Así que, la raiz 
de H£ es £, porque $ es la raiz quadrada de 25, y 8 
la de E | 
Conviene observar que qualquier potencia de un 


quebrado propio no solo es otro quebrado propio , sino 


que tambien este quebrado debe ser tanto menor que 
su raiz, quanto mas elevado sea el grado de la poten» 
cia. Tambien es muy importante notar que no solamen- 
te los quadrados de las fracciones propias son siempre, 
fracciones, sino que tambien todo quebrado impropio 
que no sea exáctamente reducible á entero, multipli- 
cado por sí mismo dará siempre un resultado fraccio» 
nario igualmente. irreducible. Lo qual equivale á decir 
que el quadrado de qualquier número mixto debe neceo 
sariamente ser otro número mixto, y jamas puede ser un 
número puramente entero. 

97 Esta proposición está fundada en esta otra: Todo número 
primo P que sea divisor exácto del producto AB de dos números en- 
teros qualesquiera A y B, ha de ser necesariamente divisor exácto de 
alguno de los dos factores, quando no lo sea de entrambos. 

Supongamos que sea B mayor que P sin ser exáctamente divi 
ble por P; representemos por Q el número entero que en tal caso 


formará parte del quociente ya is designemos por B' el residuo É> 
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nal de la division; con lo qual vendrá á ser: 

— B=PQ+B! (Aritm. (8.51), 
de donde deducirémos: AB APO + AB!; 
y dividiendo los dos miembros de esta equacion por P, tendrémos 

AB to 

esta otra: | 7 = AQ + Pp 
la qual hace ver que siendo, como se supone, exáctamente divisible 
por P el producto AB, y no siéndolo el factor B , debe necesaria- 
mentesserlo el producto 4B/. Pero siendo B' el residuo de la divi- 
sion de B por P, es necesariamente menor que P: y así no podrá 
dividirse B/ por P. 

Ya que por esta razon no es posible dividir 4 B? por P, supon- 
gamos efectuada la division de P por BY; representemos por Q/ al 
número entero que deberá resultar en el quociente de esta division, 
y por B” al residuo. Supongamos asimismo efectuada la division del 
mismo número P por el residuo B; representemos al entero del 
quociente por Q/, y al residuo por BW. Continuemos dividiendo 
siempre el mismo número P por el residuo que haya resultado en 
la division inmediata anterior; y sabiendo, como sabemos, por una 
parte que P es un número primo, y por otra que los residuos han de 
ir disminuyendo mas y mas hasta llegar á uno que sea igual á la 

id y de consiguiente divisor exácto de P; si suponemos que 
este HOUR residuo sea B1Y, tendrémos esta serie de equaciones : 
P=Q'B/+4B"; PQ! Bl Bl; P=QUBW+BIY= QU Bl yy, 
Multiplicando los miembros de estas equaciones por 4, resultarán 
estotras : 

APQ! AB! AB"; AP QU" AB" + AB"; APZQUABY+ A. 
Dividiendo por P los miembros de estas equaciones, resultarán es- 
otras: 


AB! AB! AB" AB" 42: a 
Ap 4 QU A a QUE E ls 
dd e po us P Q Pp" 


Ahora bien, ya hemos hecho ver que para ser P ais exácto 
de AB sin serlo de B, era absolutamente necesario que lo fuese del 
producto 4B”; y de consiguiente podemos mirar como demostrado 

B! s 
que —— representa un número entero. No podrá, pues, verificarse 


e 
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Bl 


la primera de las tres últimas equaciones sin que dia núme- 


ro entero; y siéndolo, no podrá verificarse la segunda equacion sin 
Bl! 


que sea número entero el quociente 5h Y entonces no podrá 


verificarse la última equacion sin que Á sea exactamente divisible 
por P. 

Es, pues, visto que todo número primo que sea divisor exacto 
de otro número compuesto ,”ha de ser indispensablemente divisor 
exácto de alguno, por lo menos, de los factores de este; y por la in- 


versa, si un número primo no fuere divisor exácto de ninguno de los 
factores de un producto, de ningun modo podrá serlo del mismo 


producto. . 


b 
98 Ahora bien, quando la fraccion — es irreducible , no hay 
a 


número primo alguno que pueda dividir exactamente sus dos términos 


b y a; y como por lo que acabamos de demostrar todo número primo 
que no sea divisor exácto de a, tampoco puede serlo del producto 
aa Ó a*; y todo número primo que no sea divisor exácto de b, 
tampoco puede serlo de ¿xb ó b*; es consiguiente que la fraccion 


p* O 
— sea tan irreducible como —. 
a a 


99 De esta última proposición se deduce facil- 
mente que como la raiz exácta de un número entero no 
sea otro número, entero, tampoco podrá ser número mix- 
to, ó lo que es equivalente, no hay número alguno que 
multiplicado por sí mismo dé por producto alguno de 
los números enteros comprehendidos entre dos quadra- 
dos inmediatos. Sin embargo, sea qual fuere el número 
que se nos proponga, nos podemos imaginar que ha re- 
sultado de la multiplicación de alguna otra cantidad por 


1 De este principio dimos ya alguna idea en la Aritmética ($. 99). La 
demostracion que de él acabamos de dar es sustancialmente la misma que 
Legendre ha dado en su Teoría de los números. 
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sí misma; y aunque en muchas ocasiones nos será impo- 


sible determinarla exáctamente, podrémos á lo menos 


aproximarnos á ella quanto queramos. 

Supongamos por exemplo que se ños haya propues- 
to el número 2276, cuya raiz quadrada está com- 
prehendida entre 47 y 48, porque 47x 47 da un pro- 
ducto:menor que aquel número, y 48x48 lo da mayor. 
Si pues suponemos dividido pe medio de quebrados el 
intervalo que se halla entre 47 y 48, podremos hallar 
quantos números queramos que multiplicados por sí 


mismos den productos mayores que el quadrado de 47. 


y menores que el de 48, y que por consiguiente se va- 
yan aproximando mas y mas al número 2276; “bien 


que jamas -hallarémos uno que multiplicado por sí 


mismo dé por producto 2276. 

Así como la division da orígen á los quebrados, la 
extraccion de la raiz quadrada de los números que no 
son quadrados perfectos da orígen á otra nueva especie 
de cantidades; pero entre las fracciones y las raices de 
los níámeros que no son quadrados perfectos hay la di- 
ferencia de que las fracciones se componen siempre de 
un número exácto de partes de la unidad; y de consis 
guiente toda fraccion y la unidad tienen alguna medida 
comun, Ó la misma razon que dos números enteros; lo 
qual no puede tener lugar en las raices de los números 
que no son quadrados perfectos. 

Si suponemos que cada unidad esté dividida en 
g partes iguales, por exemplo, 9 de estas partes ven- 
dif 4 ser el quociente. de.la division de y por $ ó 

—; y puesto que — está contenido $ veces en la uni- 
dad y 9 veces en — la medida comun de la unidad y 


de la fraccion — será +» yla razon de la unidad al 


] 
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quebrado 2 será la de los números enteros $. y 9- 
En vista de que no solamente los números enteros 


sino tambien las fracciones tienen con la unidad una me-. 


dida comun, se dice qué estas cantidades son comensu- 


rables con la unidad, ó simplemente comensurables; y. 


por quanto las razones de estas cantidades á la unidad 
se pueden expresar por otras de nímeros enteros, así 
estos como las fracciones se designan tambien con el 
nombre comun de cantidades racionales. 

Por el contrario la raiz quadrada de un número 
que no sea quadrado perfecto es incomensurable ó ir= 
racional, porque no pudiendo estar representada exác- 
tamente por' ninguna fraccion, es claro que, sea qual 


fuere el número de partes en que se suponga dividida, 
la unidad, jamas las habrá tan pequeñas que una de. 


ellas pueda ser medida comun exácta de la raiz y de 
la unidad ; ni por consiguiente será posible designar dos 
números que tengan entre sí la misma razon que la raiz 
incomensurable y la unidad. 

Para indicar en general que se ha de extraer una 
ralz-, y representar el resultado final de esta operacion, 
ora sea una cantidad comensurable, ora incomensurable, 


hacemos uso del signo La que se llama radical. Así 


que 


v 16 es lo mismo que 4; y de consiguiente es una 
cantidad comensurable; 


V 2 es incomensurable ó irracional. 
100 Aunque en realidad no es posible obtener una 


expresion exácta de V 2 en números enteros ni en mix- 
tos, podemos sin embargo aproximarnos quanto quera- 
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mos 4 su verdadero valor, convirtiendo el número que 
está debaxo del radical en una fraccion cuyo denomina” 


“dor sea un quadrado 5 y tomando el número entero que 


mas se aproxime á la raiz quadrada del numerador, ten= 
drémos el de. otro quebrado , cuyo denominador será 
la raiz quadrada: del anterior denominador; y este nue- 
yo quebrado será próximamente la raiz del número pro- 
puesto. -* | | | 
Convirtiendo, por:exemplo, el número 2 en veintí- 
cincavos, tendrémos la:expresion fraccionaria equivalen- 
te 3, y puesto que 7:es el número entero que mas se 
aproxima á Viso 5 y $ es exáctamente Vas , el que- 
brado impropio + ó el número mixto 1 será la raiz 
de 2 tan-aproximada que no le falta ni + de la uni- 
dad para ser exácta. 
1o1 Esta operacion está fundada en lo que hemos 
dicho en el $..96 , 4 saber, que el quadrado de qual- 
uier fraccion es otra nueva fraccion, cuyo numerador 
es el quadrado del numerador primitivo, y cuyo deno- 
minador es el quadrado del denominador primitivo: y 
siendo este principio generalmente aplicable 4 toda es- 
pecie de fracciones, se le podrá aplicar 4 las decimales 
con mas facilidad que á las demas. Por de contado, de 
este principio se sigue que el quadrado de qualquier 
número de décimas ha de ser un número de centésimas; 
que el quadrado de qualquier número de centésimas 
debe ser otro número de diezmilésimas , y así sucesiva- 
mente. Por manera que en los quadrados de las frac= 
ciones decimales el número de cifras es siempre doble 
del de:la raiz. Esto mismo puede deducirse tambien de 
la regla establecida para la multiplicacion de las cantl- 
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dades decimales; pues en ella se nos prescribe que:el 
producto haya.de tener tantas cifras decimales como tie- 
nen ambos factores. Si pues consideramos. al. quadrado 
como producto que es de su raiz multiplicada por sí 
misma, es claro que en el quadrado.debe: haber dos ve- 
ces tantas cifras decimales como haya en:la. raiz. 

De lo dicho es fácil inferir que .si nos propusiére- 
mos obtener: la. raiz quadrada de 2:27, por exemplo, 
tan aproximada que no le falte ni una: centésima, debe- 


rémos convertir aquel número en el equivalente de díezs 


milésimas multiplicindolo por 10000, ó lo que es lo 
“mismo; poniendo quatro ceros 4 su derecha; lo qual 
nos dará 2270000 diezmilésimas. Ahora' extraerémos 
la raiz de este último número: considerándolo como si 
fuese de unidades enteras; y para indicar que el resul- 
tado debe ser de centésimas y separarémos con una coma 
las dos últimas cifras de la derecha. De este modo ha- 
Jlarémos que la raiz de 227., con diferencia de menos 
de una centésima, es 15,06 segun puede verse en la 

operacion siguiente: | 
Quadrado...... 2,27,00,00 | 15,06... Raiz. 
E cabo 181 25 pega 
as pal re debo OOjO 1234: 03000 P 

196 4 

Si el número propuesto tuviere de antemano cifras 


decimales, será necesario hacer que el número de estas 
sea par; pues segun hemos demostrado, para cada cifra 


decimal de la raiz debe haber dos en el quadrado. Por 


exemplo, para extraer la raiz de g 1,7 pondrémos desde 
luego un cero á la derecha de este número para que 


tenga por lo menos centésimas; y extrayendo la raiz de 


TOMO II, DD 
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51,70 fesultará próximamente” 7 Te Si quisiéremos que 
esta raiz tenga mas decimales, ó lo que*es ló' mismo, 
resulte mas “aproximada, pondrémos á la derecha del 
número $1.70 tantos A de ceros Como nuevas Cifras 
hay dde tener laaizo PHiba0p E 
Los*que" deseen exercitarse ' én “estas” "operaciones, 
podrán “extraer las raices quadradas de los números 2 y 3 
con siete cifras decimales; para lo qual' tendrán que po“ 
ner catorce ceros á la: derecha de aquellas cifras VE 


cativas, y hallarán los résultados siguientes: sb 


2d 
ye prat des MEE 17320508, 
dada Quando hayamos hallado mas de la mitad del número de 
cifras que se desea:en la: raiz, podemos< obtener las restantes. por 
medio, de, la simple división. Si; por, exemplo , nos proponemos,ex- 
traer la raiz quadrada de 32976, aproximada hasta las centésimas, 
hallarémos primeramente por la regla general el número entero 181: 
que mas se le aproxima; y ya que estan determinadas tres de las! 
cinco cifras que ha de tener la raiz, ballarémos las dos cifras deci-: 


nales qué “faltan, considerando al residuo 21g como si fuese el de 
una division ordinaria, en la qual 362, doble de la raiz hallad si) 


ra el divisor. Pondrémos pues dos ceros á la derecha del residuo y. -y 
dividiendo 21500 pos 362, resultarán por quociente 59 Centési- 
mas, que agregadas 4 á las 181 unidades: darán 181,59; y esta será 
la raiz del número propuesto aproximada hasta las centésimas. 

Para demostrar la legitimidad: de este procedimiento designaré= 
mos por N el número propuesto; por a la parte que suponemos 
hallada de la ráiz; por » la parte que falta para completarla; y es- 
tando tepresentada por el binomio ab la raiz exácta. del número 
própueato N, tendrémos esta eqiscoi | 

al ¿o Na HiabRÁb; 
de la qual se lucio estotras: 


Na —=20b +6"; 
Niña? | bp 
e — == pr 


ls RA 
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Esta última, hos ES ver que en 'habierido restado del núme- 
“YO propuesto el quadrado de la. parte que suponemos hallada de la 
Yaiz , si dividimos por: el doble. de: esta parte:el 'residuo , el quocien- 


¿te será siempre, mayor'que.la ¡otra parte 2! Sin.embargo paper ser 


tales las cantidades a yb, que sea, despreciable! la fraccion — —=; 5 Jen 


tonces la última equacion quedará reducida 4. 


b al —— Ne 


ñ 24 


¿1 Por dicontada en nuestro caso E representa, un, número. de uni- 
dades. de, Órden mas elevado que las. de biY. tales que. para: reducir 
aquellas al mismo órden que estas , COMO €S necesario para compa- 
rar dos cantidades , deberémos poner 4 la derecha de: las cifras, de a 
tantos ceros como cifras haya en b, Si pues suponemos que a tenga 
primitivamente mas cifras que», ' en reduciendo” éstas dántidades 4 
unidades de un mismo, órden, vendrá la | primera, á tener mas. de dos 
veces tantas “cifras como “tenga la segunda: y como el AMERO de ci- 
fras de un quadrado no pueda ser.mas del doble de las que haya en 


la raiz, es claro que a Y con mas razon 24 tendrá mas cifías que 
po 

dd y > a — será un PS al de la unidad del ínfi- 
24, 

O- £iTH2 É ) , ILMUIZOLOE 

un órden ¿que, E en 53 oo yl EY $e aby dé 


. Esto supuesto , quando : nos s hemos propuesto aproximar ña 
las centésimas la raiz de un número, y hemos hallado en primer ii- 


gar la partea= 181 unidades , vimos que para llegar al grado pro- 
puesto de e drortiñaciona nos" faltaba un númeró que se"habia- dee 


GOTO 


- presentar con dos cifras. SUPONgamos, que este número de centési- 


mas sea 99, que és el "mayor de su clase "yde: consiguiente el més 
nos 'fayorable para nuestro intento. La parte a reducida 4 centési- 


Pp? 
mas sérk dde dead 5 y —— sería en a tal casos bea 
se 24 280 200: 
rn Mo dor pl 4 qn 0 na, z . p? MNUÍTOT , e. * 
= de una centésima. “Es dect e que aun en db caso. Menos 


favorable el error que “puede resultar de este O de Gundad 
es menos de un tercio de una centésima ; será pues menor en todas 


SIDO 


las demas circunstancias mas favorables. Así que) sé podrá sin xezelo 


A 


tomar el quociente — — 
24 
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— 


- por ¿talento 4b dcre que el 


-número de cifras del quociente sea menor que el de las que haya en a» 


103 Las mismas reflexiones que hemos hecho sobre la equaciorí 


a mispaptal , y que nos as conducido 4 la fórmula de 
24 24, 
aproximacion 


Na 


a 
o. , 


24 
“nos hacen ver un método de aproximar por medio de las fraccio» 
“nes ordinarias qhalquieza raiz incomensurable. En efecto, despues de 
Bhaber hallado el número entero 4 que mas se aproxime á la raiz 


exácta del número PA la parte b que falta, debe ser un 
p 
quebrado A será otro. quebrado mucho menor que ; de 


consiguiente. será despreciable, y podrá mirarse como exácta la fór- 
mula 
N—a 
24 
¿A fin de manifístar cómo pueda esta fórmula servirnos para 
aproximar quanto queramos la raiz repitiendo una misma operacion; 
ps extraer la raiz quadrada de 2. Desde luego vemos 


b= 


N—a 


que 1 es el entero que mas se aproxima á esta raiz: y que a 
a 


M Y y E : > 
=—. Si pues suponemos que sea hb = —, la raiz aproximada del 
pe j 


- ¿Sigo oh OrIMET Caio 9uo y 
aúimero propuesto será 1 —— 6 . Haciendo ahora => A 
¿ ; 2 2 
: N— a ¡ J x 
. =- —; niendo que sea dh == l 
será En A gq | a A 
raiz mas aproximada será EEG e Haciendo. de, nuevo 
44 Per 2 12 da | 
> 
Y e Ze p será N—A4 == as Ea =: y suponiendo que sea 1 
12 24 408 


17 1 
a ¿E _Á_Á—Á 
ada la raiz aun mas aproximada ser o 208 
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A Del mismo modo podrá continuar sin término la aproxi- 

macion, designando por a la raiz que se haya acabado de hallar, y 
, N—a 

suponiendo que sea b= —— 


e 


24 


104 — Para aproximar la raiz quadrada de una frac- 
cion cuyos términos no sean quadrados perfectos, el * 
primer medio que se nos presenta es extraer aproximar 
damente la raiz del numerador y la del denominador; 
pero reflexionando un poco, echarémos de ver que pue- 
de en todos casos ser exácta una de estas dos raices ha- 
ciendo que uno de los términos de la fraccion, por 
exemplo el denominador, sea un quadrado perfecto: lc 
qual se consigue multiplicando los dos términos de la 
fraccion propuesta por su denominador. Si tuviéremos;, 


por exemplo , que extraer la raiz quadrada de E, 


transformarémos esta fraccion en 


DAA 21 
77 49 
multiplicando sus dos términos por el denominador 7; y 


siendo 4 el número entero que mas se aproxima á le 


—yaiz de 21, será E la raiz de > aproximada de mo: 


do que para ser exácta no le falta iia 
7 


Si deseáremos mayor aproximacion, será necesario 
convertir , por lo menos 'aproximadamente, la fraccion 


* Enel complemento de este tratado darémos otras fórmulas genera. 
les mas cómodas para aproximar quanto se quiera las raices income nsura- 
bles de qualquier grado que 5640: - 


NA A 


+. AAA 
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propuesta 7 en otra cuyo denominador sea 2 el quadrado 
de un número mayor que 7. 

“Si querémos , por exemplo, que la raiz se diferen- 
cie de la verdadera en menos de , transformarémos £ 
en el número equivalente de docientosveínticincavos , es 
decir,'en otro quebrado:cuyo: denominador sea el» qua- 
drado de 15. De este modo tendrémos (Aritm. $.:98 
enla Hb el quebrado $ 277 y Que se diferencia de £ en 


menos de ¿+45 y puesto que la raiz de 2% :se halla en= 


tre 2 y22, aproximándose mas á:esta segunda fraccion 
que á la primera por estar gÓ mas cerca de 100 que 
de 81, es consiguiente joe 35 Ó 5 sea la raiz de 5 con 
EEE: de menos de E 

Haciendo uso de les decimales para aproximar la 
raiz'del numerador de:la fraccion 2, 'hallarémos:que la 
raiz de 2 1,es ¡próximamente 4,583; y de consiguiente 
la raiz de 22 ó de su equivalente $ será 4598, y efec- 
tuando la division indicada: resultará 0,6555 ralzapro* 
ximada hasta las milésimas. Para. que en esta última di- 
vision sea siempre número entero el divisor, se hace que 
sea quadrado perfecto el denominador del quebrado, cu 
ya ralz intentemos extraer; y para esto no siempre es 
necesario, multiplicar ambos términos por el denomina= 
dor. Si, por exemplo, hubiésemos de extraer la raiz 
de ¿; multiplicando por 2.sus términos, tendrémos la 
fraccion equivalente E, cuyo poca MTaar es qua- 
E: 

Con el mismo objeto: de able > ica 
la raiz de un quebrado ordinario cuyos términos no 
sean quadrados perfectos, se le suele reducir previamente 
á4.decimal, y se extrae la raiz de este nuevo quebrado 
equivalente al propuesto. En caso..que este no sea. exáos 


e e 
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tamente reducible a á decimal, se toma en ¡la reduccion. 


un número de cifras doble del que nos propongamos 
hallar en la raiz. Proponiéndonos, por exemplo, apro-' 
ximar hasta las milésimas la raiz de £, convertirémos' 


esta fracción en la decimal equivalente“o 1428571; y 


extrayendo la raiz'de esta última fracéion hallarémos “que* 


la raiz de £ está entre. 0,654 y 0,655. 

105 Gu estos conocimientos nos hallamos ya en 
estado de resolver todas las equaciones, en las quales no 
entre mas que la segunda potencia de la i epa cóm-. 
binada con cantidades conocidas. ) 3. 
+ En efecto, si «conforme 4 las reglas del $. 11 re- 


“unimos en un solo miembro todos los términos que lleven 


esta potencia, y la despejamos de sus multiplicadores y 


divisores, tendrémos el valor de la incógnita extra- 


yendo la raiz quadrada del otro miembro. 
: Sea, por exemplo, la equacion 
po ld. O 
¿Haciendo pi los divisores papi «desde 
Jdsds á : 
150 168= pdas 142?; 
trasladando al primer miembro el término 1 42* y al se- 
gundo el término 168, resultará: 
1504 10 84168, da 
agri=2g2, 3000 o: 95-9b 


252 
29 


q VE $ 


Conviene advertir que para'indicar lá raiz de la 


AS 


a 


fraccion hemos hecho descender el signo Y hasta 


por baxo de la línea que separa al numerados del deno- 
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Ei 


minador. Si hubiésemos escrito : esta expresion 


nos indicaria el quociente que da ha raiz quadrada. del: 
número 252 quando se la divide por 29; resultado di- 
ferente del primero, en el qual debe efectuarse la divi-, 
sion antes de extraer la raiz, ó habrá gue extraer dos 
raices y dividir la una por la otra, 
Sea ademas la equacion literal 

: a?r+bic+dsz 

y operando del mismo: modo que en la: anterior, ten- 


«drémos sucesivamente 
art=at—=db, 


a —( 
Harémos observar con esta ocasion que quando se 
haya de indicar la raiz quadrada de una cantidad com- 


plexa, es necesario prolongar la línea. superior del signo 
radical, de modo que quede debaxo de ella toda la: 


cantidad. 
La raiz de la cantidad 4a?b= 2b3 +03 se: escribirá 


q 


así: , V ya*h= ab e Ses Y 
ó de este otro modo: ts 
Y (yab2b+:) 


sustituyendo á la línea superior del radical un parén- 
tesis que comprehenda todas las partes de la cantidad 
cuya raiz se ha de extraer; y esta última expresion de- 
be preferirse á la primera ($. 35 ). 

En general á toda equacion de segundo grado de, 


> y y 
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Ja' especie de-las' que aquí consideramos; se le: podrá 
¿dar por medio de la «transposicion. de sus términos la 


forma siguientes 0b01g 2" | 
ob epreo oposubrb opáhieugora. 801: 18! 
qn TI 
e 


designando por £. el coeficiente de x*, sea el que fue- 
Bio 9-2 ASUFREDHO BONO CALA als 
re; y de esta última equacion deducirémos: 00009 


> a=2; 


106  Pudiéramos ya mirar como resuelta la equa- 
cion general propuesta, una vez que la fórmula que 
hemos deducido de ella nos manifiesta una serie de ope- 
raciones aritméticas que -ya sabemos efectuar,' y que 
efectuadas nos han de conducir seguramente á la de. 
terminacion exácta Ó aproximada del número descono- 
cido: Y á:la verdad ; nada habria que añadiria:lo dicho 
si jamas se: hubiesen mirado como símbolos de verdade- 
ras cantidades las expresiones algebráicas realmente ab- 
surdas, designadas comunmente con el nombre de can- 
tidades. negativas. Pero luego que se sometieron al 
cálculo aquellos símbolos como' si representasen una cier- 
ta especie de cantidades > era. consiguiente que todo nú- 
“mero que se nos propuslese como un quadrado hubiese 
de tener no una sola sino dos raices; porque se pueden 
en- todos casos designar, no dos cantidades, sino: dos 
"símbolos que sometidos 4 la misma operacion-algebráica 
den por resultado el que representa al número propuesto. 

En efecto, la equacion q? = 26, nos indica que Y 
es la cantidad que elevada al quadrado:ó multiplicada 

TOMO II, EE 
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¿por:sí misma produée. ¿205 ¡y ¡como;algebráicamente ha- 
«blando:no solo «+ gomiultiplicado por: + $, sino:tambien 
—5 multiplicado por —$ produce 2£,es. consiguiente 
que de la equacion propuesta. se deduzcan estas dos: 
1=+85 
a don 
Por e misma “razon deducirémos de e AciOn 
general, :combildirbeb aciosupo £: 


estas otras dos: 


/ 
E _— 

, y 

ar” Bert 
411 ALLA E 54 
== 
e. 
£ p 


a? 


(4 


«Estas: dos expresiones se a reunir en la siguiente: 
ds 8; » E f b 43 h A ) 


tol quit el signo: ¡doblérde | “que se lee mas ó menos, 
o que al valor numérico representado poa 


y 291 enDigrd: paa S 
is i 

se le puede anteponer qualquiera de los dos signos + 
Ó —; y que'tanto con el+uno como con el otro satisface 
á la“equacion:algebráica propuesta. | 

De lo dicho resulta la regla general de que se sis 
be anteponer á la raiz quadrada de re ani canti- 
dad el signo doble + e adn 

Habiendo la misma razon para aptibl esta tecla al 
primer miembro que al segundo, se podria con funda» 
mento decir que de la equacion 1?=2$, por exemplo, 
no solo se deduce 2+==+6%, sino tambien Ex==x<g, en 


$ 
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la: qual: estan compreheñdidas no 30 sino pen la 
equaciones' siguientes's: 0 i212bfg Y? Bla 

+I=z+!$5 EU E; == HAD AZ 
Pero observando que con solo: mudar,:como siempre 
nos es permitido, los signos de los dos-miembros “de las: 
dos últimas equaciones resultan las dos primeras, se-echa: 
de ver que aquellas no se distinguen realmente de estas, 
y que de consiguiente de la equacion propuesta se de- 
ducé solo x===$, en la qual estan comprehendidas 
estas otras realmente distintas: 2 0000 000 or 
1356 ==,. 2 iu sm ad 
Por esta razon se dice que coa equacioh de se-= 
gundo grado nos da dos distintos valores de la :incóg- 
nita, en vez de que ninguna equacion del primer gra= 
do puede darnos mas: de un asa ap dela misma: “n= 
cógnita. 4 o pisa 
107 Si dro de haber despejado Es scipúnda 
potencia de la incógnita, y haber executado todas las 
reducciones que sean posibles en las expresiones de las 
cantidades, resultare:con el signo:=,:Ó. como dicen, fue- 
re negativo el segundo miembro: de- la equacion, será. 
imposible asignar, ni aun entre los meros símbolos alge- 
bráicos llamados cantidades negativas, uno que repre- 
sente el valor de la 1 incógnita; y por tanto será entera- 
mente: absurda la equacion: 5 ¿moi | 
Siypor:exemplo , tuviésemos: esta: 
a+a2 $=9; 
y d Fs deduxésemos 
a=9- 25; 
MUSEO 3 0 
veríamos que ni +4 ni —4 pueden ser el valor de da 
incógnita, porque tanto + 4 como — 4 multiplicado 
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por sí: mismo: "produce. +1.6.-Es/ pues enteramente ab» 
surda la suposicion de que —1 6 pueda: ser un quadra- 
do, ó.de que pueda: tener raiz quadrada exácta ni apro- 
ximada. Esta absoluta:imposibilidad se expresa dicieñdo 
que:la raíz quadrada de toda cantidad negativa es: 
Wmaginariacoro raoba enolosupe armisid gob 
Lo 'que-en realidad quiere esto decires que la fór- 
mula == V=16 y todas las demas semejantes, en 


las quales para hallar el número incógnito se nos.prese. 
cribe una serie de operaciones impracticables , son indi- 
cios dé algun absurdo que contienen la:equacion y la 
qúiestion de donde hayan provenido. De este absurdo 
Ó de esta incompatibilidad entre las condiciones de los 
problemas que dan: orígen á: esta clase de fórmulas, 
hablarémos con alguna mayor extension mas adelante. 
Lo. único que por ahora: advertirémos es que no se la 
debe-confundir:con la que hicimos notar ($. 58) en los 
problemas del primer'grado,-en-los quales una simple 
mutacion del signo de la incógnita hacia posible la. soln= 
cion: que antes no-lo:éra; en vez de: que-en los del se- 
gundo, de que ahora tratamos, seria necesario para que 
desapareciese la imposibilidad: mudar el signo al quadra.. 
do.dela incógnita. 20,200. Hey do ets 

108 Hay equaciones de: segundo ;grado: cons una: 
sola incógnita, que: contienen no solo-la segunda potencia 
de esta sino tambien la primera, y ademas uno ó mas 
términos en los quales no se halla la incógnita.' Estas: 
equaciones , conocidas:con el nombre de equaciones com- 
pletas de segundo grado,.deben tener por consiguiente 
tres especies de térmiños,-que son: términos en los. qua» 
les se halla el quadrado de la incógnita; otros que con- 


DE ALGEBRA. 221 
tienen la primer. potencia de la incógnita; y otros, por: 
último enteramente conocidos. Tales son las. equaciones: 

2—41=123410—22*=4—22. 

La primera de estas equaciones es mas sencilla que 
la segunda, porque solo contiene un término de cada 
especie, y porque en ella el quadrado de .» está tomado 
positivamente, y solo tiene por coeficiente á la unidad. 
A esta última forma se deben siempre reducir las equa- 
ciones de segundo grado antes de resolverlas; de mane- 
ra que toda: equacion completa del segundo: grado se 
puede representar por esta: 

PRpri=J, 
indicando p y q cantidades conocidas positivas Ó nega- 
tivas. : 067 

Para reducir á esta forma las equaciones que se nos 
presenten en otra distinta, nos valdremos de los siguien= 
tes medios: :1.? trasladaremos ($. 10) á un solo miem- 
bro todos los términos en que se halle la incógnita, y al 
otro miembro todos los términos enteramente conocidos: 
2.” mudarémos el signo de cada uno de los términos de 
la equacion para hacer positivo: el de a* si antes fuere 
negativo ($.57): 3.* dividirémos todos los términos de 
la equacion por el multiplicador de a* si tuviere alguno 
este quadrado ($. 11); ó los multiplicarémos por el di- 
visor del mismo quadrado en caso que: esté dividi- 
dotado poisr y 

Aplicando lo dicho á la equacion 

1 ¿10 =4 —=21, 
trasladarémos en primer lugar al primer miembro todos 
los términos en que se halla la incógnita; y así tendremos: 

11 +6x7=4; 
en seguida cambiarémos todos los signos para hacer po- 
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sitiyo el término en que ae da de led in 
cógnita y resultará: ' oódús ins 
£0—Ó6r=—4; 
multiplicando todos los términos ps el divisor, $» ten- 
drémos: | 9 
b 31%2300=-20:3 | 

y tatiluiaedtes dividiéndolos porel: cliilicrdor 3, se 
transformará en | 

O a EAS 


-Si comparamos esta equacion con la general 
a +przq 


tendrémos en este caso particular 
o p=— 103 y 9=-%. 

109 Despues que esten reducidas á esta forma las 
equaciones, para resolverlas deberemos tener presente 
que ($. 34) el quadrado de una cantidad compuesta de 
dos términos contiene en todos casos el quadrado del 
primer término, el duplo del primer término multi pli- 
cado por el segundo, y el quadrado del segundo; y que 
por WA el pa miembro de la equacion 

+20 +at=b, | 
en la qual a y b son cantidades conocidas, es el quadra- 
do perfecto de +a. Se la podrá pues dar esta forma: 
(1244) (2+-a)=b. 
Extrayendo ahora la raiz quadrada del primer 
miembro, é indicando la misma operacion en el segun- 
do tendremos: 


o x+a=+V b; 
cuya equacion es solo del primer grado; y transpo- 
niendo da: 


=—axrv bh. 
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Se resolveria pues con facilidad qualquiera equacion 

de segundo grado si se la diese la forma de 
y*+22:+4*=b; 

es decir, si su primer miembro fuese un quadrado. 

Ahora bien, el BO miembro de la equacion ge- 
-neral - bromo ds ap € 
contiene ya dos términos, que se pueden considerar co- 
mo dos de las tres partes del quadrado de un-binomio; 
esto.es, a? que será el quadrado del primer. término»a; 
y px, que será el duplo del primero multiplicado por el 
segundo, el qual por consiguiente no puede ser-mas de 
la mitad de p Óz p. Para completar el quadrado del bino- 
mio x+2 p, se necesita todavía el quadrado del segun- 
do término : p3.pero es fácil formar este quadrado pues- 
to que p y 2 p son cantidades conocidas. Si pues añadi- 
mos el quadrado z p* al primer miembro; «añadiéndolo 
igualmente al segundo para conservar la igualdad, con- 
“seguirémos que el primer miembro sea el quadrado com- 
-pleto del :binomio:x +1 p, sin que dexe de ser entera- 
"mente conocido el segundo miembro. 

De este modo la O general primitiva 
w* pues 
se AO ed ol | Eosy 
Ari Ai e? +poez pt =qxpt5 a 
-y siendo e primer miembro de esta-última el Gnadbo 
de 1+¿p3 si extraemos la raiz de ambos miembros ten- 
dremos: | 


a+ip=xE Vqezpr ($. I os) 
y transponiendo resulta: 


=p EV qe + 1p 
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en la qual estan comprehendidas estas dos: 


2=-Ip+Vq+:p% 


cb —-Vq+zp?. 


-Sial tiempo de extraer la raiz hemos dado el signo 
al segundo término 2 p del binomio cuyo quadrado se 
hallaba en el primer miembro de la equacion, ha sido 
porque era positivo el segundo término de este-miem- 
bro; pero. en caso que sea negativo, se deberá poner el 
signo = 4 la segunda parte del binomio, porque el qua- 
drado 2?—224x=+a*-corresponde al binomio -— 4. 

Teniendo ya resuelta la equacion general completa 
del segundo grado, podemos mirar como igualmente re- 
sueltas todas las particulares del mismo grado; refiriendo 
cada una de estas 4 la general 

a paz 


-Ó efectuando inmediatamente en cada equacion quese 


nos proponga, la misma serie de operaciones que acaba- 
mos de executar, y que se prescriben en la 'oregla si- 
guiente: 

Hágase un quadrado perfecto el primer telas de 
la equacion propuesta, añadiendo d los dos miembros:el 
quadrado de lawmitad de la cantidad conocida que mul- 
tiplique d la primera potencia de la incógnita; extray- 
gase despues la raiz quadrada de cada miembro , obser- 
vando que la del primero ha de componerse de la incóg= 
nita y de la mitad de la cantidad conocida que la mul- 
tiplique en el segundo término, tomada 'con el signo de este 
mismo término; y que la raiz del segundo miembro debe 


—— 


estar con el signo doblez, ¿indicada con el signo Y , sino 
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se la puede extraer inmediatamente., Por último, despé- 
jese la incógnita trasponiendo al segundo miembro la parte 
conocida que la acompañe en el. primero. 

Propongámonos ya algunos exemplos. 
110 Hallar un número tal “queen. ¡añadiendo su 
séptuplo á su:quadrado la suma sea 44. 
Representando por wal número desconocido , la 
FqUecign fundamental vendrá:d-ser: 
j - E ly E 7 TENE : O1BLI-E9 
Ja: calas tiene desde luego la forma que: Er Pará que 
Inmediatamente le apliquemos la regla.que acabamos de 
establecer. Tomarémos pues 2, mitad del coeficiente 7 
que: multiplica 4 », y elevando aquella mitad al. qua- 
drado resultarán 42, que añadidos: 4 los dos. miembros, 
an la. equacion Prepnesté en la lisa 
| 49 49 >. 
d+ 7 E += 44 AE 
la qual, reduciendo el segundo miembro 4 una sola frac- 


cion, vendrá 4 ser estotra : 


Pegas AA 


La raiz del primer miembro es, segun la regla an- 
terior, +25 y la del segundo es 15. Tendrémos pues la 


equacion::: 
Car 2; 
2 
de la qual se deduce por último: 
X=—2H]15.. 
2 


equivalente á estas dos: 


El primer valor de x resuelve la qiiestion segun 
está propuesta y sin necesidad de hacer alteracion al- 
TOMO IL. FE 


al == 
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guna en'sus cp0ciciónOa ppióno que SiI= 4, será 
a*=16; 


pea 28; 


y la suma 1? +y2= 4d 
Por lo que respecta:al segundo, estando Aegedido 
del signo —, y convirtiéndose 71 en. | 


7X=11==77, 


es claro que en tal :caso-el séptúplo deberá restarse del 


quadrado del número ;: y que de consiguiente para que 
-€l número 11 satisfaga á la <qiiestion,, es indispensable 


modificar su propuesta de modo que venga á ser esta: 
Hallar un número tal , que en quitando de su qua- 
drado su séptuplo , resulten 44. 
Así que el valor negativo viene 4 ser aquí, lo mis» 
mo que en las equaciones del primer grado, un indi- 
cio de cierta modificacion que debe hacerse en la pro- 


-puesta del problema para que satisfaga completamente a 


todas sus condiciones la misma cantidad sin el si signo —: Por 
manera que aunque toda equacion del segundo grado ten- 
ga dos soluciones , no por eso tendrá siempre dos solucio= 
nes el problema que nos haya conducido á la equacion, 
Si traduxésemos al lenguage algebráico la qiestion 
que hemos propuesto últimamente, tendríamos esta 
equacion: 1271445 
y resolviéndola resultaria : 


> 
!l 


ply "ja ply pp 


8 
ll 


ros 


DE ALGEBRA, 227 

En esta solucion es fácil advertir que el valor que 
en la anterior era negativo se ha convertido en positivo, 
porque satisface: exáctamente á la nueva propuesta; y 
por el contrario el valor que antes era positivo, resulta 
aquí negativo, porque es necesario alterar una de las 
condiciones de la:nneva question para que 4 sea el nú- 
mero que buscábamos. 

Suele pues el Algebra reunir en cada equacion de 
segundo grado. dos distintas qúestiones Se ea 
tienen entre sí cierta analogía. 

111 - Algunas veces sucede que la qúestion que 
nos conduce á una equacion de segundo grado es sus- 
ceptible de dos distintas soluciones sin necesidad de alte- 
rar ninguna de las condiciones de la propuesta. Esto es 
lo que por lo comun nos indica el que sean positivos los 
dos valores de la incógnita; segun puede verse en ha 
question siguiente: : 

Hallar un número tal, que si á su quadrado se aña- 
den 15, la suma sea igual al octuplo del mismo número 
desconocido. 

Sea x este número; y la equacion a será; 

a+ 15=8x. | 

Executando en esta equacion las operaciones ptes. 
critas ($- 108) tendremos: 

a4—8r=-1$; 

zx "—81+16=—15+16; 
a—8r+16=1; 
x—4=35t1; 


A a 
x=$5 
x=3» 


Siendo, como se ve, positivos ó sin nota alguna de 


dl 
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absurdos» los dos valores de la incógnita , es de- inferir 
que la qiestion , segun está propuesta y sin necesidad 
de: modificacion alguna, podrá ser susceptible de dos so- 
luciones.. Y: en efecto, si al quadrado: de sele aña- 
den 15, resultan: 40, que:es:8 «veces 5.5 y:si al qua- 
drado-de :3:1e añadimos yg; resultan 24, octuplo de 3. 
Se verifican pues en dos distintos números las condicio- 
nes que comprehende la propuesta del problema. 
112: Otras veces resultan negativos los dos valo- 
res; y esta circunstancia nos Indica que no es posible 


resolver la 'giiestion propuesta , sin'alterar de tal modo 


sus condiciones que venga á mudar de signo el término 
en que se halle la primera potencia de la incógnita. Su- 
pongamos, por exemplo , que la qiestion traducida «al 
a algebráico esté cifrada en:esta equacion:: 
E P+sgoeó=2; 

la qual nos está indicando que buscamos un número cu- 
yo quadrado sumado con el quíntuplo del mismo número 
y con seis unidades mas, dé por suma el número dos; 
y “aunque lo absurdo de esta question se dexa conocer 
á primera vista, es Importante averiguar cómo.nos lo 
manifiesta el Algebra, porque nos indicará al mismo 
tiempo la: modificacion que debe hacerse en la propues- 
ta para que desaparezca enteramente:la incompatibili- 
dad que ahora se advierte entre-sus condiciones. En 
efecto, resolviendo la equacion propuesta hallarémos 
sucesivamente: 


$ 
A 
!l 
El 
Ej pia ula + 
ES 
| 


! 
| 
bm 
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El signo — que antecede á los dos números 1 y 4 
se puede mirar no, solo como una nota del absurdo que 
envuelve la qitestion segun esta propuesta, sino tambien 
como un indicio de que si en vez-de sumar el quíntu- 
plo del número desconocido con su quadrado y con 6, 
se hubiese de restar” aquel quíntuplo de la suma de las 
otras dos cantidades, satisfarian completamente á la ques- 
tion los dos números 1 y 4: Por manera que para que 
desaparezca la incompatibilidad. que habia entre las 
condiciones de larqiiestion, es indispensable proponerla 
de esta otra manera: 

+ Hallar un número tal que si de su quaárado se 
resta sm quíntuplo, yal residuo. sele añade el; número 
e resulte el míúmero 2. > : 

Esta propuesta, traducida: al lenguage: aláciñáito; 
se esdsioRdR ca la siguiente equacion : 

h bel e 
1olo! po sl 2h 
de la qual se! ¿dedico que' qualquiera de: los des núme 
ros-T” y: 4 tiene las: condiciones que abraza la. nueva 


7 gar ó=2; 


qúestion, 
ES Mi a oe se nos haya propuesto el 
A $1 0 EOS EN A 


Distribuir un número P en do partes cuyo a 
74 sea igual á q: 

Indicando por una de estas partes, estará bien're- 
presentada la otra por P —Y3 y su producto será pa—a*; 
tendrémos pues la equacion 

pr e = q5 
ó mudándo los gn j 
— PY=—9; 
y resolviendo esta última equacion hallarémos : 
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=p VIP. 

Si particularizando la qiiestion hiciésemos 
p=lo y q=21, 

tendríamos : ] == V 25-215 


a=£32; 
1 
A | 
Es decir que una de las partes seria 7, y la otra seria 
por consiguiente 10—7 Ó 3. | 
Si, por el contrario, tomásemos 3 por valor de x, 
la otra parte seria 10—3 Ó 7; de manera que las dos 
soluciones de la equacion no vienen á ser mas de una 
sola de la qilestion segun esta propuesta; porque la se- 
gunda no es mas que una variacion en el órden de las 
mismas partes que se han determinado en la primera. 
La fórmula que hemos deducido de la equacion 
px" =q manifiesta que en la qiiestion de que se tra- 
ta no se pueden tomar indistintamente-los números. p 


2 


y 25 Porque si q fuere mayor que = é que el qua- 


drado de ¿p, el residuo representado por: el binomio 
e 


P . . d , , d . ] . 
— — Y Seria negativo vendriamos a dar con el 1n- 
4 1 : 


dicio de absurdo, de que hemos hablado ($. 107 ). 
Si hiciésemos, por exemplo, 


P=12 y 94=45 
resultaria : 
122—21*=48; 


o 


== 6=V36=45 =6+V =y; 
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luego con estos datos seria imposible el problema. 
Sin:embargo, así como los valores negativos de la 
incógnita nos manifiestan no solo la imposibilidad de: re- 
solver el problema, sino: tambien el modo de- rectificar 
su propuesta; los valores imaginarios pueden servirnos 
«de indicios de que para ser posible la, solucion, debia la 
propuesta ser tal que resultase cambiado el signo del tér- 
mino en,que se halle el quadrado de la incógnita. En 
psc si en vez de la equacion: ] 
TAO ion liaa == Agos na A 
á la quala nos ha conducido el problema cala: pro- 
puesto, hubiese resultado qualquiera de estas: 
2+121=48; 
: a—lsr= 455 
ema obtenido las siguientes cias de los 
valores de la incógnita: 


a=—6-V 91 == 6= 9; 
0 a=6+Y 81 =6x=x9; 
en las quales han desaparecido enteramente los símbo- 
los absurdos que resultaron de lá +equacion propuesta, 
y que nos dieron á conocer la imposibilidad de resolver 


el problema que nos conduxo á ella. 
«Las expresiones particulares: 


W=09; (pierdo 2d VE: 05 


y las generales 


Vb b; ali b; SENA 
y en una palabra, todas las que sean ó contengan rai- 
ces quadradas de cantidades negativas. son conocidas con 
el nombre de cantidades imaginarias 5 pero con mas 
xáctitud deberian llamarse símbolos imaginarios, por- 
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que representando “el resultado final: de : operaciones imi- 
practicables, -no pueden ser cantidades, sino:unos vanos 
simulacros que hacen las veces de los verdaderos valo- 
res que se hubieran obtenido si hubiese sido Pro la 
qiestion de donde hayan dimanado; + 000007 0 
Sin embargo ,los algebristas lejos: de haber. ta 
ciado enteramente estos símbolos imaginarios, -no:solo 
los han mirado como indicios de la modificacion que 
debia hacerse en la propuesta de la qiiestion , sino que 
ademas los han sometido: 4:las operaciones del cálculo, 
como si representasen «verdaderas cantidades 5: porque 
han visto que combinándolos baxo ciertas leyes y re- 
glas desaparece lo que en estas expresiones habia de ab- 
surdo, y se obtienen resultados verdaderos y reales, es 
decir, fórmulas que no prescriben :operacion alguna im- 
practicable. Esto, que á primera pista parece ÍNCOm= 
prehensible, no tiene nada de maravilloso, si atendemos 
á des b, por exemplo, es un símbolo dé una verdade - 


ra cantidad, Y á que si —b Y. y Vb -b no lo Son, es por- 


que representan resultados. de ¿periciogós Enprscraa 
bles. Si pues para el logro del intento que nos propon- 
gamos en una giiestión , descubrimos una serie de ope- 
raciones, en la qual seinutilicen ó-se eviten todas las 
que sean impracticables, deberá, ser real y efectivo el 
resultado final. * 

114 Despues de conocer, por medio de las raices 
imaginarias que aparecen en el resultado final del cál- 
culo;“el absurdo de la gitestión, es natural que:se desce 
descubie entre las condiciones de: la propuesta ; qual 


1 De esto darémos algunos exemiplos mas adelante, y sobre to- 
do en el Complemento del Algebra. 
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de-ellas sea el orígen de la imposibilidad de la: solu» 
cion... Concretándonos y por exemplo, al problema ges: 
neral propuesto al principio del párrafo anterior, EPS y 
mos; hacer: lacreflexion siguiénte si nooo > 

Si representamos por d la diferencia de 1% Abs partes: 


d 
del número propuesto, la mayor será CS. 3% a 


sdjo 1 
y la menor ente EN y. habiendo. demostrado en el 


exemplo' primero del So aiiquesh'  ¿plobadirtos: 
d d E" 
A o : 
es visto que mientras d tenga algun valor, el producto 
de las dos partes del -pesacto o qualesquiera 


: Do para 2 


que sean estas, será «siempre menor que £, ó que el 
quadrado de la mitad de la suma de éllas 6 del número 
própuesto; y en siendo -nulo el valor de la diferencia d, 
ó lo que es lo mismo, en siendo: Du las dos partes, 


cada una de estas será i igual á q > Y SU producto será 


2 


Hon Es, pues, , absurdo «suponer que el producto de al 


gunas: dos partes. del. número ce HR ser ma- 
yor.que:el quadrado de su mitad ; y todo razonamien», 
to fundado en esta falsa: suposicion. ha de venir por. pre- 
cision:á parar en una conclusion igualmente: absurda. 
Así que, no es ¡extraño que el: Algebra nos prescriba,: 
para determinar. en tal caso los valores de las dos partes: 
desconocidas, la execucion de operaciones impracticables; 


dándonos por este medio 4 conocer que no exíste elo que 
buscábamos, 


TOMO 11. GG 


di 


234 TRATADO ELEMENTAL 
115 A poco que reflexionemos sobre lo expuesto 


acerca de la naturaleza de las eguaciones completas de, 
segundo, grado con una sola ¡ incógnita , , Inferirémos que: 
todas ellas se pueden reducirá a estas: A: expresiones 


generales: ' sl 5 10q 20msiaa231q91 12 
IE a E 3 a Cepo. 
AA A A= 5 

las quales : se reunen todas en esta otras 9 


a AOS Y 


1 de 
7 Epi=x*g. : £ 
Resolviéndolas , deducirémos las quatro: fórmulas 
siguientes : : A Pr ofenda dh A 


a — 
q 1% 02 VGF ya 2, pa 


e AA 


2. E 32 ein +s 


30 mW 


3 


ia cti E SARETS 0 a: 
Si exáminamos atentamente estas fórmulas, vendré- 
mos en conocimiento de que las Únicas equaciones de 
donde pueden resultar raices imaginarias, son las que 
tengan negativa la cantidad enteramente conocida ¿ q des» 
pues de estar traspuesta al segundo miembro; y para 
ello es necesario que esta cantidad sea mayor que el 
quadrado de la mitad del coeficiente p de la primera 
potencia de la incógnita. En ninguno de los demas ca- 
sos habrá raices imaginarias ; pero serán incomensurables 
siempre que el valor numérico del binomio que se halla 
debaxo del signo radical no sea un quadrado perfecto, 
Todos: los valores que no sean ó no contengan raices 
imaginarias se llaman valores reales. 
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La última fórmula nos manifiesta que en todas las: 
equaciones semejantes á la quarta, y en las quales sea q 
menor que 3 p”, los dos valores de la incógnita, ora sean 
comensurables, ora incomensurables, son ambos positi- 
vos; porque Vizpq es siempre meñor que zp, 

La penúltima fórmula nos hace ver que en las equa-- 
ciones semejantes á la tercera, quando 4 'sea menor que 
¿2? > los valores de la incógnita, ya sean comensurables 
ó: incomensurables, “serán ambos. negativos, porque 2 p- 


es siempre mayor que Wip*=g. 
En todos los demas casos uno de los valores de la 
incógnita será positivo, y el otro negativo. 
¿Aunque todas estas diferentes especies de valores 
satisfagan 4 las equaciones de donde hayan dimanado, 
los positivos sonlos únicos que pueden satisfacer 4 las 
giiestiones en los mismos términos en que esten propues- 
tas, y sin necesidad de modificar ninguna de sus condi- 
ciones; los valores negativos y los imaginarios no son 
mas. que unos vanos símbolos que nos'pueden indicar, 
no solo la imposibilidad de las qiiestiones, sino tambien 
el modo de rectificar sus propuestas en términos que: 
desaparezca la incompatibilidad que: anteriormente "ha: 
bia. No quiere: esto decir que todo valor: positivo de' 
la incógnita satisfaga siempre 4" la: qiiestion seguí esté: 
propuesta; pues si nos propusiéramos, por exemplo' ha- 
llar un número x menor que 1, tal que el quadrado de 
I>=>x fuese igual á 2 ¿tendríamos esta equacion:: 
y. de ella deduciríamos con, suma. facilidad. que. 
EAS SHOES 


—3; pm 
2 
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y por. de id estotras dos: lol rail 
p 1902 ¿80D 22 09 y ¿MIDA 
ana iO ¿Einnón eb al AER 
De estos.dos- valores, sin embargo de: que. ambos 
sean positivos, y de que: ambos satisfagan á la equacion, 
fundamental, solo el primero satisface ea e 
largilestiómo sup 197 99d 209 slorg:0l smiloneq sl 
Aun los valores al indican que no es 
posible hallar un número que satisfaga completamente: 
4.la giisstion , bien: que podamos encontrar números que 
mas y. mas se aproximen-at-que. Mod SOU el qual nos, 
es absolutamente imposible determinar *. > : 
116. Como! séa muy. interesante que los: princi- 


piantes adquieran ideas exáctas de todos los hechos ana= 


líticos que no parecen conformes á:las nociones vulgares, 
he creido conyenienté añadir 4.lo ya: expuesto ($. 106) 
algunas nuevas razones que hagan ver la necesidad que 
hay de admitir dos soluciones en las equaciones de se- 
ostia esusyaia anbibora ab bei e e eb 
Nos : proponemos. pues demostrar que como exista. 
una. cantidad, ó un mero. símbolo $ designado pora; que 
sustituido . en lugar de x-satisfaga á la equacion de 
segundo grado x*Hpx=3 > y que por consiguiente sea. 
walor de. x debe forzosamente haber otra cantidad ís otro 
símbolo que satisfaga á la misma equacion, yy que de.con-. 
siguiente será. otro; ¿valor de la misma: incógnita. Si; 
con efecto, os a. en. lugar de 0, resultará 
a HRA=gO y pues que a,es por posicion valor de x, 
será g precisamente jigual 4 ¿las cantidad: at+pas luego: 


1 En el tratado de la Aplicación del Algebra á la Geometría 
completarémós' éstás' modiones' Felativas/4 lay “diferentes especies de 
raices de las equaciones.. ¿bm 1 


E ade y pl : 
MIE Susi 22 MOIÓARDLOS 
4 9 LA AS , 


Elia ¿att 
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podrémos' sustituir esta expresion en lugar de q en la 
equacion propuesta, y de este "modo se transiormará en” 
estotra: 

+ po =4 +pa. 
Trasladando todos los términos del segundo miembro al 
Lie dd resultara: | MEAN e 
- | a+pra pazo; ' 
la qual se puede escribir de este modo: 
nap Suns =0 
y siendo Góiga)os escolibao: po 
ESOINTES 9h DRA AO (ica) a, 
seove inmediatamente que el “primer tiaiabto es dj- 
visible por += «4, y da un quociente exácto, que es1 
x+a=+ps luego, segun esto, tendrémos: "=> 
A 14—are p (ad) =(1=a) (a+a pa a 
Ahora, es evidente que un ¡produéto!. es'igualá cero 
ci lo es qualquiera de sus factores 3 luego' debemos - 
tener: (14) (1 a+p)=0 
no solo E v=4, lo qual da 
tuo L=4=0 
sino tambien quando 24+4+p=0, ¿de donde resulta ' 
==a=p. Ñ 
Queda pues probado que si es 4 uno sde los valores" 
de la incógnita, —4—p será precisamente otro. z 
Este resultado concuerda con los dos valores com-- 
prehendidos en la fórmula: 


rt 


2 ; 


, tl bros 


porque hporaaudo. que sea a==x zp Y ye q+if", por 


, 


exemplo. vendrá4serscuh de beblltor 09 entrá 
AA PI po A 


il 
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el qual. es. con efecto el segundo valor de: la incógnita; 
Ó, como se dice, la segunda raiz de la equacion;.: 

Mas adelante volverémos á estas observaciones que 
contienen el gérmen de la teoría general de las equacio- 
nes de todos los.grados,. . | Y obnebaian 

117 La dificultad de poner en equacion los:«pro- 
blemas de segundo grado y de todos los demas superio- 
res es la mísma que hemos hecho notar ($$. 8 y 14) en 
los del primero ; pues. consiste siempre en el modo de 


poner en claro todas las condiciones comprebendidas en. 


la propuesta, y. de.expresarlas por medio de caractéres 
algebráicos. Las. quiestiones' que hasta aquí hemos pro- 
puesto del segundo grado no presentan dificultad algu- 
na en esta partes y aunque los principiantes deban ya 
haberse. exercitado. en Jos. problemas que propusimos 
(55.82 y,:anto)o delí primer grado, - vamos sin embargo 
á proponer. y. resolver algunas otras questiones que da- 
rán ocasion 4 muchas observaciones muy importantes, 
De dos artesanos que han estado trabajando en una 
obra y ganaban diferentes jornales, el Primero cobró 
por los dias que-habia trabajado 384 reales; el segundo 
trabajó 6 dias menos, y percibió por sus jornales 216 
reales; pero es de advertir que si por la inversa el se 
gundo hubiese trabajado tantos dias: como el primero, y 
este hubiese trabajado. seis dias menos, ganando cada 
uno de ellos el mismo jornal que. antes, hubiera percibido 
tanta cantidad el uno como el otro por valor de todos 
sus respectivos jornales. En esta suposicion se pregunta: 


¿quántos dias ha trabajado cada uno de ellos, Y quánto 
A 32 ip ODAUINAOG UU: Sr r O 


ganaba al dia? 
Aunque en realidad son quatro las'cantidades des. 
conocidas.que, nos proponemos determinar en este pro- 


a 
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blema,'no es necesario representar mas de una de ellas 
por alguna de las últimas letras del alfabeto, porque 
conocemos las relaciones que cada tna tiene con todas 
las demas. En efecto ; representando: por el número 
de:los dias. que estuvo empleado el primer artesano, será 
16 el de los dias de trabajo del segundo; | 


' 384 


.. de 
Ñ : 


el jornal. del primero. será 


1d La 


216. -' ASIDOSo 
y el del aer Arceo A 


Ahora, si este último hubiéso trabajado por espacio 


- de dias, hubiera ganado: 


216 , 216%. 
46-46? 
y si el primero hubiese Ea tan ssolo 16 dias, no 
hubiera perciban mas de 
AC 304 ó bd Ea EN 


x 


eS 


LoS la equacion Collar! del problema vendrá a ser: 
216% _ 384(1—6) 
REO DU PUE ; 

: Puesto ya el problema en equacion, lo primeroque 
aencaal hacer en esta es eliminar los denominadores 
por medio de la multiplicación que llaman en cruz. Así 
tendrémos: 

a16=384(2=6) (16) 
y siendo los números 2 16 y 384 exáctamente divisibles: 
por 6, se simplificará este resultado por medio de esta: 
division, y quedará reducido á ; 
361*=64 (1-6) (2-6). 

Para resolver esta equacion pudiéramos efectuar las 

multiplicaciones indicadas, y preparar el resultado: con 
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arreglo. 4 lo prescrito ($. 108); pero siendo el objeto 
de aquella regla el facilitar la extraccion de la raiz qua- 
drada de. los. dos. miembros; de. la: equación:.propues- 
ta, noes necesario. 'observarla. en «esté caso, porque «sé 
nos. presentan desde. luego. los. dos «miembros: en forma 
de quadrados; pues. 361*:es el quadrado de'62;-y 
64(x—6) (16) es el quadrado de 8 (Q—- 6): lue- 
go inmediatamente y sin necesidad de* preparacion! al- 
guna podremos deducir, xtayendo. raiz rl de 
ambos miembros: a a ES 
2100 ferias, Cam6) - nodA 
de dende pa sucesivamente - os e dada E la 
incógnita : ada bres. 
RAS, 
6br=—Sr +48 02 o! 
El primer valor nos manifiesta que. el primer: jor- 
nalero es ¿trabajado 24 dias, y ha ganado por consi- 
guiente 5 de real.ó 16 reales al dia; que' el segun- 


do ha trabajado 18 dias y: ganado <> - de, real ó. 1.2o1e9=! 
Ss al dia. 


. El segundo valor, aunque Ep satisface á la 
equacion fundamental del problema, no satisface: 4 este 
segun está propuesto s:sino con cierta: modificacion; y «dé, 
consiguiente viene 4ser la: soliicion: de. otro «problema; 
análogo , segun hemos observado ($. 110). | 

118 Se presentan á un banquero dos letras á cargo 
de; un' mismo, comerciante para; que las descuentes' la 
primera de 550. pesos pagadera á los siete meses ;, y. la 
segunda de 720 pesos pagadera á los quatro mesés; el 
banquero da por las dos la cantidad de 1200 pesos; y 
se nos pregunta: ¿qual.es el tanto por ciento anual de 
interes á que se han descontado estas letras? 
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. Con el objeto de evitar las fracciones en la expre- 

sion del tanto por ciento correspondiente á los siete. me- 

ses y a los quatro, "representarémos por 12 el respecti- 

vo á un año y á una cantidad de 100 pesos; con lo qual 

vendrá á ser w el interes mensual. En este supuesto se 

obtendrá el valor actual de la primera letra haciendo 
( Aritm. $. 165) la siguiente proporcion: 

100+7%:100::$$0: DIR 

100+7% 

y el valor. actual de la segunda letra resultará de esta 

otra proporcion semejante: | 


71000 


— 
. 


“100-- 47: 100:: 720: 
4 7 100 +47 


Reuniendo estos dos valores tendrémos para equa- 
cion fundamental del problema: 
de - 85000 2000 
ER I 200. 
Los dos miembros se pueden dividir por 200, y 
así sí resulta: TARA OS 0 
100 +77 100 +40 48 
y haciendo desaparecer los denominadores ($. 1 3) halla- 
rémos sucesivamente: ) 
275 (100-+41) + 360 (100 +74) =6 (100 +70) Cro + 41) 
27500 + 1100: +36000+25£200= 
60000+66001+ 1681”; | 
la qual ordenada, se reduce á 
1681*+2980x= 3500; 
y dividiendo todos los términos por 2, resulta: 
841" +14901=1750, 
la qual da por último: 


+ — Ad NEO 
TOMO 11, HH 


ÚN 
A 
1d 


dl 
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Y comparando esta equacion peotqulació: con la ge- 
neralorsio sols NS pa PO q 
1490. 7 TIOS 


Er a dara A Y 


resulta: $ = = 
84 


y la expresion de la ring general. 
MO EA pde +q: 


se convierte en 


pS 745 AZTEZE 17509 
E DS e Li 
5d rd 84 x da 94 


Es necesario. reducir desde luego 4 á una IE lag sister 
nes que sé hallan debaxo del radical, y así resultará: 


"ZAS TAS HA 5Ó 584 L > 7020280 
84-84 oidor ie Bs 84? 


y observando que el denominador de esta fraccion es 
un quadrado perfecto, solo faltará extraer la raiz qua- 
drada del numerador. Aproximándola hasta las imilési- 


mas hallarémos- que Y 702025 es 837,869; y dán- 
dole el denominador as serán los. dos valores de la in- 
cógnita: 

,86 
a AP A A 


r=-— e 
=:84 ¿84 84 
ZAS, PE ROÓDO Y + 1 91380869 Go 
3 84 3000 ta — 18,843. 


El primero de estos dos Flo que no tiene nota 
alguna de absurdo, es el único que resuelve la qiiestion 
segun está propuesta; y así dirémos que el tanto por 
ciento anual que deseábamos conocer, y que hemos 
representado por 127, será: 

121= 13,267. 
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119 La gúiiestion siguiente es digna de atencion 
por las particularidades que ofrecen las expresiones de 
los valores de la incógnita. | 
Distribuir un número en dos partes, cuyos quadra- 
dos tengan entre sí una razon dada. 
Sea a el número dado; 
m la razon de los quadrados de sus dos partes; 
“ q. una de estas parias aL 
la otra será 4=2x3' | 
y segun la propuesta de la giiestion telidrémos la equa- 
cion 


a? 


Para resolverla se nos: presentan dos medios; por= 
que ó la podemos preparar para darle la forma de la 
equacion general 1*+px=g;.Ó aprovecharnos de la 
observacion que. fácilmente se puede hacer de que la 
fraccion p 


=%M. 


a? 


es un quadrado, pues lo son su numerador y su deno- 
minador. Haciendo uso de esta observacion deals 
mos inmediatamente : A é | 


A 2% =— 


(e 


y resolviendo separadamente las dos equaciones de pri- 
mer grado comprehendidas-en la última, que son: 


a=-+(4—2) Vo m; 


r=- (a) V m; 
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nos resultarán: $e: 
: a V mM 


77 


—aV m 


AE — 
1—V m 
Del primer valor de la: incógnita se deduce que la 
segunda parte del número propuesto es: 


x= 


. 
, 


aV m ara m —aV m (77 
a — =— — = di 
+ Vm : 1+Vom rd 1+ Y m 
y las dos partes vienen á ser: 


aV m a 
HERY" a 
1+V m 1+Vm 
las quales son, segun lo exige la qiiestion, menores am- 
bas que el número propuesto. 
, Del segundo valor se infiere que la otra parte del 
número propuesto es; 


adm  a=aVm +avm a 
y Teen A 
IV m 1—V m 1—V m 


y entónces las dos'partes son: 
[o] 


av m a 


Lu el eu 
1=V m 1-V m 


y siendo contrarios sus sigmos, no €s ya realmente la 


> 
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suma de ellas igual al número propuesto; lo es su di- 
ferencia , y así hemos venido á resolver al mismo tiem» 
po otro problema. 
Haciendo m= 1, esto es, DS End que hayan 
de ser iguales los quadrados de las dos partes que se 
buscan, tendrémos: 


V om =15: 
y el primer valor de la incógnita da dos partes iguales 
: aaa 
e TE En 


resultado evidente por sí mismo. Pero el segundo valor 
da por resultado el símbolo del :infinito no 68), 4 


saber: 
O sy Es , io a. ¿ 
11 o II o 
Lo que estas expresiones quieren decir es que la 
suposicion de dos cantidades cuya diferencia sea 4, y 
cuyos quadrados sean iguales, es enteramente absurda; 
y de consiguiente jamas se las podrá designar. Sin em- 
bargo quanto mayores se elijan aquellas dos cantidades 
con aquella diferencia, tanto mas se aproximarán á te- 
ner la otra condicion. 
Con efecto, séan x.y r—a ab dos cantidades, y la 
razon de sus quadrados estará bien representada por 


a 


Í a 


a—24+a 
y dividiendo los dos términos de esta fraccion por : a”, 
resultará 


13 


24 a* 
l—-— + — 
Ko a: 


Ahora, es claro que quanto mayor sea el número », 


y 
' 
j 
' 
y 
3 
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, j tia _ Pa 
tanto menores serán las fracciones + <, y tanto mas se 
) x 
A , ] s , a 12 1. AN . 10 
aproximará la razon anterior á ser igual 4 —7 641, sia 


que jamas pueda llegar á ser'igual 4 1. Por manera que 
1 es el límite de aquella razon CArit. $. 101); y es- 
to es lo que se ha querido decir quando se ha dicho 


que para que aquel quebrado ó razon fuese exdctamen- 


te igual á 1, como requiere la propuesta, es necesario 
que fuese ¿nfinito el valor de la x; lo qual es manifies- 
tamente imposible. 23 al 
120 Para comparar el método general de resolver 
las equaciones completas de segundo grado con el que 
acabamos de seguir, deducirémos de la equacion 
Pl 
(aa Xa=2) >" 
las siguientes: - E 
?=ma-« lao; 
2=am—22mx+ma*; 
2—me+24mx= am; 
(1=m)2*+24m:=4m; 
22m am 
e 
1I—mM IM 
Cotejando esta última equacion con la general 
2*+px=q, resultará: : 
24m - am 


a A 
y la fórmula general se transformará en estotra +: 
pa A 
1—m (1—m) (1—m) I—m 
Estos valores de x parecen muy diferentes de los 
que se han hallado antes; y sin embargo deben reducir- 


a+ 


$ 


2 


á 
»,. 
1 -—M 
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se á aquellos: y esto es cabalmente en lo que puede 
sernos útil este exemplo, porque manifiesta la impor- 
tancia de las transformaciones que las diferentes opera- 
ciones algebráicas producen en las expresiones de las can= 
tidades. | 

+ En primer. lugar es: necesario: ell á un mismo 
denoipados las. dos fracciones comprehendidas debaxo 
del radical; lo qual se efectuará multiplicando por 1=m 
los dos términos de la segunda, y . resultará : 

am o am mama —m) 
A=A Goma m am) (1=m) T 
am +am—am ES am , 
(mM) (Am) Am) (im) 
y siendo el denominador un quadrado, podrémos efec- 


tuar inmediatamente la extraccion de su raiz, é indica-. 
rémos la del numerador. Así tendrémos: 


V am am V an 
ADA. m7 


1 —m 


pero, la expresion V a*m se puede todavía simplificar, | 


Es claro que el quadrado de un producto viene á 
ser el producto de los quadrados de sus factores, pues- 
to que, por exemplo, 


bedxbed=b*d", 

y que por consiguiente la raiz de br *d” no es mas que 
el pt de las raices hb, c y d de los factores 
b*, « y d*?. Aplicando esta observacion al produc- 
to a*m, se ve que su raiz debe ser el producto de a, 


raiz de a* 3 multiplicada por Y m y Que es la indicación > 


de la raiz de m; ó que Vaám E m. 
De estas diferentes transformaciones se sigue que 
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am ee aV. m 


Im 11m? 


T==— : 


cuya expresion comprehende: estas dos; 


—am-+aV m —am— aV m 
EZ áA> A ááÁ ÁS 
1— mM 1 —M 
Por sencillas que sean estas expresiones no son to- 
davía las del párrafo anterior; y si se quiere aplicarlas 
al caso en que m= 1, se convierten en 


—4=a LA 


1 -— I e) 
= —— = ; 
I-— 1 O. 


Volvemos aquí 4 encontrar en la segunda el sím- 
bolo del infinito como anteriormente; pero la primera 


. . (o) 
presenta la forma indeterminada —, de que ya hemos 
: 0 


visto algunos exemplos ($$. 69 y 70); y antes de de- 
cidir acerca de su valor convendrá exáminar si se halla 
ó no en el caso indicado ($. 70), es decir, si algun 
factor comun al numerador y al denominador es el que 


7 0 . 
hace que quando m=1, se reduzca á 7" H expresion del 


valor de la incógnita. 


Y 


* Las dos últimas expresiones equivalen 4 estotras: 1=— 


am— a Vm am += a V m Ñ : 

IU , las quales estan ambas compre- 
1—M I—5mMm 
A am V am l ( 
hendidas en esta: 1 = —-.————, Tambien equivalen á las si- 
1—M 
. am—aV m ama Y m amxzaV m 
guientes: T= AE ¡a — A 
m-— 1 m— 1 m— 1 


Estas transformaciones estan findadas en que podemos cambiar el 
signo del dividendo, con tal que tambien mudemos el del quociente ó 
el del divisor. : 
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— 4 +a 


La expresion — se trasforma en 


ia JU ES 
O o 

Por lo que hace al numerador de esta fraccion, bien 
se ve que se convierte en. cero por razon del factor 


V m—m:es preciso pues averiguar si este último factor 
y el denominador tienen algun divisor comun. Para evi- 
tar el embarazo que. en esta investigacion podria ocasio- 


nar el signo radical, supondremos que Vm=25 y de 


consiguiente que elevando al quadrado sea m=1*. Por 


es temedio se transformarán las expresiones 


en Vm=m y I—M 


.s 


n— e y Lon. 
Ahora, 1 =1* =2(1—2); y 14% = (1=1)x 
(12); restituyendo pues-en lugar de 1 su equiva- 


lente Y m , resultará que 
Y mo FCE 
y 1 m=(1-V ACERA m); 


y pot consiguiente 


a(Vm—m) a(I-V mV m aVm; 


a 
— 


1—m / CV) Vm) Vm 


resultado enteramente igual al del $. 119. 
Del mismo modo se simplifica la expresion del se- 
gundo valor de x, observando que 
TOMO IL. 11 
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—aV mom RE 1 +1 m) im Za Vo 


¡¿= deb eS +1) IV m 


C0mo 'ENOLS. ag robasmrn la posrtorp ol 10 T | 

No-es difícil conocer brete hablárainos pitan evitar 
los radicales en los cálculos precedentes, presto 
por »m* la razon de los quadrados de las dos partes del nú- 
mero Propuesto. En tal caso hubiera sido m la raiz qua- 
drada de aquella razon; y pueito que suponemos cono- 
cida esta', podríamos considerar cómo dada su'raiz ::pero 
acaso no se' ubiera echado: entonces de ver la utilidad 
de semejante «variacion en los datos, de la qual se valen 
con freqiiencia los algebristas para simplificar los cáleu- 
los, Ahora que ya se pueden haber conocido las ventas 
jas de aquella variacion, recomiendo'á mis lectores que 
vuelvan á comenzar la solucion del problema, poniendo 
m*en lugar de'%2; en la inteligencia de que lo practi- 


cado en esta qiiestion podrá servirles de norma para to= 
das las demas literales, | 


| 
] 
] 
f 
E 
7 


1 El exemplo que acabamos de exponer con tanta extension 
viene á ser en sustancia un problema resuelto por Clairaut en su 
Algebra, y propuesto en estos términos: Hallar en la línea que une 
hi dos luces qualesquiera, el punto en que estas dos luces alumbran con 
ó igual intensidad. Hemos despojado este problema de las circunstan= 
p cias físicas, porqué ademas de ser agenas del objeto de esta obra dis- 
traen la atencion que exigen las particularidades algebráicas, muy no- 
tables por sí mismas, y que por esta razon hemos desenvnelto mas 
-que Clairaut. — 


$ E A 7 — 
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De la extracción de la raiz quadrada de las. cantidades 
"algebraicas. / 


121. La:transformacion: que enel párrafo anterior 
hemos executádo de Y a* men a Y m es de la má- 


yor importancia; porque nos proporciona un medio de. 
reducir al menor número posible los factores contenidos 
lebaxo del, radical, y de simplificar otro tanto. la. extras- 
cion que aun haya que efectuar. 00.0 > 20 Sub 
+ Esta transformacion consiste, como. se ha visto, ey 
tomar separadamente.la raiz de cada uno delos facto- 
res que sean quadrados; en escribir todas estas raices 
fuera del radical como multiplicadores Ó cocficientes su= 
yos5 y en dexar debaxo de él, tales como sean y los fac- 
tores que no sean quadrados.. 55 on ARO e 
Esta regla supone por de contado que tenemos me- 
dios, de reconocer si es ó no un quadrado una canti- 
dad algebráica, y que siéndolo sabemos extraer la raiz, 
Para que sobre esto no. quede la: menor duda, trataré, 
mos primeramente de las cantidades monomias, y despues 
pasarémos á las polinomias. +2 2904 
122 Dela regla de los exponentes prescrita para 
la multiplicación ($. 3.1) resulta. claramente que la. se- 
gunda potencia de una cantidad qualquiera. tiene. un 
exponente: doble del de:esta cantidad. | 
Sabiendo, por exemplo, como sabemos que 
atxa! 41; Axa at; añxa? a «c, lusa 
nos-es fácil inferir que todo factor que sea un quadrado 
ha de tener un exponente par; y que se. obtiene. su raiz 
escribiendo la misma letra con qn exponente igual á la 
mitad del exponente primitivo, 0 
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Y así tenemos Y a2=a 6ó a; Y atar Y aé=a?; Sc. 


Por lo que respecta á los factores numéricos que 
sean quadrados , se'executa la extraccion de sus raices 
por las reglas establecidas anteriormente. 


Si queremos pues simplificar la expresion Y 64a%bt, 


observarémos que son quadrados los factores a%btc?, por- 
que todos tienen exponente par; y puesto que sabemos 
que 64 es el quadrado:de 8, inferirémos que siendo la 
«cantidad que está debaxo del radical el producto de 
quatro factores quadrados, su raiz deberá ser el produc- 


—— 


to de las quatro raices; y por consiguiente VÁ 644'b*? 


=8a'*b*c, 

123 Quando no se verifique esta circunstancia, se 
debe descomponer el producto propuesto en otros dos, 
uno de los quales contenga únicamente los factores qua- 


.drados, y el otro los que no lo sean; para lo qual se 


deben exáminar uno por uno todos los factores, 
Si nos proponemos, por exemplo Y 724%b305, echa- 


rémos fácilmente de ver que entre los divisores: del 
número 72 hay quadrados perfectos, ásaber: 4, 9 y 36; 
y tomando el mayor de estos tendrémos 72 =36x 2; 
el factor a* es un quadrado; y pasando despues al fac- 
tor b3, que no es un quadrado por ser impar el expo- 
nente 3, Observarémos que este factor se puede des- 


“componer en otros dos b? y b, el primero de los quales 


es un quadrado; y así tendrémos: 
b=b*xb; 
del mismo modo 


as 
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A=txc; | 
é fópal transformacion haríamos con qualquiera otra le- 
tra que tuviese un exponente impar. “Todas estas des- . 
composiciones dan 
7 2.44b305= 36 x PA 

y reuniendo por una parte todos los factores quadrados, 
y por otra todos los que no lo son, la misma expresion 
se transformará en PEA 

364% tx 2bc; 
y por último, tomando la raiz del primer producto, é 
indicando la del segundo, tendrémos  - 


V72ab35=6a* hb V 2bc. 
He aquí algunos otros exemplos de reducciones se- 


mejantes, precedidas de los cálculos que nos. conducen 
LA 
á ellas. 


EVA VIV EV 0, 
a > a* x7=a —=q p* = ab; 


492 49X2 
6x5 » ga _30b 34. 305 64 
7 ZA A 
ob 
Z V y fet: 64. 
14 7 


En ambos exemplos hemos hecho últimamente salir 
fuera del radical el denominador de las fracciones alge- 
bráicas, haciéndolo un quadrado, segun lo que hemos 


dicho ($. 104) con respecto á las fracciones numéricas. 


124 Por lo que hace á la raiz quadrada de los po- 


iq 
4 
Ñ 

' 
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linomios, convendrá tener presente que ningun binomio 
algébráico puede ser un quadrado perfecto de cantidad 
representada por las mismas letras de que se componga 
el binomio; porque todo monomio elevado'al' quadrado 
produce solo n'monomio; y el quadrado de un bino- 
mio viene siempre 4'ser un trinomio ($.34). 

Seria pues un error muy craso el tomar el binomio 
a + b como equivalente A ar+b%, aunque la raiz 


de 4* tomada separadamente sea a; y bla de b*; por- 
que siendo a? +24b+b* el quadrado de 24+b contiene 
ademas del binomio a* +b* el término + 24h que no se 


halla en la: expresion Y a+ 7, 

Todavía seria mayor el ertor que se cometeria en 
tomar el binomio 4 — bh como equivalente á VÁ a—b; 
porque siendo a? nah + bp? el quadrado de a—b, este 
binomio equivaldrá ¿Va —2ab+b>; y esta expresion no 
puede, como se ve, ser igual ¿ Va*—0*. 


La única simplificacion de que son susceptibles las 
raices de cantidades algebráicas binomias, podrá tener 
lngar solo en el caso en que los dos términos tengan uno 
Ó mas factores comunes, y que estos sean quadrados. En 
efecto 


Y 2400? + 204334 Y gabe (30'+5abd)= 


2abcoW 3 gabd; 
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AP o ARRIBA TT e 
V am / am Es 4 ama ma ¿2 Mp: 
+ MAMA 


vz (mé + mn) A +mn. > 
; : n y 72 qdo 
«¿Pasando ya 4 “los trinomios propongámonos por 
exemplo extraer la:ralzadenio 000 00! loz 
> aga ber + 1600 +gbó 
y teniendo á la vista el quadrado a*=24b+0”, tratemos 
de hallar en el trinomio propuesto las tres partes de que 
debe constar el-quadrado de qualquier: binomio. Con 
este objeto: ordenarémos «sus términos con respecto á una 
de sus letras, á la letra 2, por exemplo, y resultará: ' 
164? +240* 0490, 

Ahora, qualquiera que sea la raiz que buscamos, 
en suponiéndola ordenada: con respecto á la' misma le- 
tra a, el quadrado de su primer términó debe pre: 
cisamente ser 'el primer término 16a%* de la cantidad 
propuesta; el duplo del “producto del primer térmirio 
de la raiz por el segundo , debe dar el segundo tér- 
mino 24a*b3 de «la cantidad propuestas: y por último 
el quadrado del úlltimo-término de la raiz debe ser pre- 
cisamente el último término 92%:de la cantidad propues» 
ta. Hechas estas consideraciones se dispone la Operacion 


cómo aquí se Vez o. 


Qindtado...1 6494 2 atte ghe (yaris bo, Raiz 


y 


Ica LO El q cs. . o 
A bic (8 AA 3 b3 
mar bd 240 Ber gps 
"BV 1900 291 —,244 "DY 9b* 
Au 9) Ta 57 el : 
O A 


is , » 
un 3000 


-- Extraygamos primero ( $. 112) la raiz quadrada del 


We 
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primer término 16%”, y el resultado 4a*% es el primer 
término de la raiz, el qual se escribe á la derecha en la 
misma línea que la cantidad propuesta. 

Quitemos de esta cantidad el quadrado 164%* del 
primer término 4a*c de la raiz; y haciendo esta réduc- 
cion solo quedan los dos términos 244*b%+ gd. 

Debiendo ser el término 2.4a*b3 el duplo del pro- 
ducto del primer término de la raiz 44(* por el segun- 
do, obtendrémos este segundo, dividiendo 24a*b3c por 
Sa*c, duplo de 4a*; el qual duplo se escribe debaxo 
de la raiz. El quociente 30%:es el segundo término: de 
la raiz. | | Pb pubs 
Con esto quedará determinada la raiz que nos pro. 
poníamos hallar; pero se necesita para que sea exácta que 
el quadrado del segundo término componga 95% ó mas 
bien, que el duplo 8a* del primertérmino. dela raiz, 
sumado con el segundo-323, y multiplicada la suma por 
el segundo, reproduzca los dos- últimos términos del 
quadrado ($. 91); por consiguiente, al lado de 8a*; es- 
cribirémos + 303; multiplicarémos 8a%c+ 3b3 por 353; 
y restando de los dos últimos términos de la'caritidad: pro- 
puesta el producto, no queda nada, y de aquí inferirémos 
que la raiz que buscamos es exáctamente 44% + 303. 

Bien se dexa ver que el mismo razonamiento y la 
misma serie de operaciones se pueden hacer con todas las 
cantidades compuestas de tres términos. AS | 

12 Quando la cantidad de quese quiera extraer 
la raiz, tenga mas de tres términos, la raiz deberá tener 
mas de dos; y suponiendo que estos sean tres, obserya- 
rémos primeramente la formacion del quadrado de un 
trinomio para venir por este medio en conocimiento no 
solo de las condiciones que deben reunirse en un polino- 


7 A 


ES o o 
E Aa e ES ATREA A rr a e A e 
a 
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mio para que sea un quadrado, sino tambien del modo 
de averiguar 'su raiz. | 

Propongámonos, por exemplo, elevar al quadrado 
el trinomio m=+-2-+p3 y con solo representar por la le- 
tra Zal binomio mz, el trinomio propuesto se trans- 
formará en el binomio /+ py y el quadrado de este equi- 
valdrá al de aquel. Ahora bien, el quadrado del bino- 
mio 1-+p.es 24 2/p+p”; restituyendo pues m-=2 en lu- 
gar de / será: o 

(mer+p)?= (men + 2(m>+ 2)p+p"; 
y siendo (m2 )*=m* +2mn + n*, el quadrado de 
m-=+m-+p vendrá á ser: | 
+2 -+2(m)p+p, 

Este resultado nos hace ver que estando ordenados 
los términos del polinomio que suponemos ser quadrado 
de un trinomio, «el primer término. de aquel ha-de ser 
forzosamente el quadrado del primer término de este, es 
decir , de la raiz; el segundo término de aquel será el 
doble producto de la primera parte de la raiz multi- 
plicada “por- la segunda; y de consiguiente dividiendo 
aquel segundo término de la cantidad propuesta por el 
doble del primer término que ya suponemos hallado de 
la raiz, el quociente deberá ser el segundo término ó la 
segunda parte de la misma raiz. 
==> Conociendo entonces los dos primeros términos de 
la raiz que se busca, se completará el quadrado de estos 
dos términos, que representa mos aquí por (mem); y 
quitándolo de la cantidad propuesta restará | 

2 Cm + 2)p =p"; 
cuya cantidad contiene el duplo de] producto del primer 
binomio m -+ y por el tercer término de la raiz, mas el 


quadrado de este tercer término; y nos hace yer que €s 
TOMO 11, KK 


r 
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necesario executar con el binomio m +2, qué suponemos 
ya determinado, lo mismo que se, ha hecho con el ¡pri- 
-mer término m de la raiz, 
Sea por exemplo la cantidad 
6gatbc+ 250 bP=400 b+164*1+ 6 40*?—804b*% 
y ordenando sus términos. con respecto:á la letra a, dis- 
pondrémos la operacion segun acabamos de indicar. 
164 —404b+1254*b* —804b'c+64b** (4a* —3ab + 8bc 
+64a* bc 81 — 5ab 
—161% pi 0 TA O 8a* —104b + 8bc 
1. resid. job APR a 
+6Y4a* bc 


+304%b —250*b* 
RT IAE 


2.9 resid. + 640 he —8odb': + 64b*c* 
—64a*be+8oab” c— 64b*c* 


(e) o o 
-. Hecho esto; extraemos la raiz quadrada del primer 
término 164*, y hallamos 44? para el primer término de 
la, raiz que se busca 5 formamos su quadrado,, y lo, res- 
tamos de la cantidad propuesta. aba Y 
Doblamos el primer término de la raiz, y E 
mos debaxo de él el resultado 8a?; por el, qual dividi- 
mos el término — 404*h, que es el primero del primer 
residuo; y siendo — 5 ab el quociente, venimos en co- 
nocimiento de que este es el segundo término de la raiz; 
lo escribimos al lado de 8a?; multiplicamos el todo por 
este segundo término, y el resultado lo restamos del pri- 
mer residuo. 
De este modo habrémos ya quitado de. la, cantidad 
propuesta el quadrado del binomio 44*— £4b; y puesto 
que en la raiz debe haber algun otro término, en el se- 


EA A 
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gundo- residuo deberán existir el duplo del productó 
del binomio hallado por el tercer término que buscamos 
de la raiz, y el quadrado de este término. Doblamos pues 
la cantidad 44? —5a4b, y al duplo 8a?—104b lo escribi- 
mos debaxo de 44? —54b para que sirva de divisor del 
segundo residuo; y efectuando la division del primer tér= 
mino de este por el primer término de aquel duplo, el 
quociente Shc será el tercero de la raiz. 

Lo «escribimos inmediatamente al lado de 8ar— 
ro ab; multiplicamos por el mismo quociente el trino- 
mio 82*= 104b-+ 8bc, y restando del segundo residuo 
el producto total de aquella multiplicacion, se destruyen 
enteramente todos los términos; y esto nos demuestra 
que la cantidad propuesta es el quadrado de 44% gab=+ 
8bc. Si despues de efectuada la tercera sustraccion que- 
dasen aun mas términos del polinomio propuesto, seria 
esto indicio de que la raiz deberia tener algun otro tér- 
mino; y continuaríamos del'mismo modo, quanto fuese 
necesario , la operacion, imitando lo que hemos practica- 
do para hallar los dos últimos términos anteriores, y lo 
que hemos exccutado en la extraccion de la raiz de los 
Dúmeros. E 


"De la formacion de las potencias en general, 
) de la extraccion de sus raices, | 


126: Hemos visto que la resolucion de las equacio- 
nes de segundo grado dependia de una operacion arit- 
mética , por medio de la qual retrocedíamos del quadra- 
do á la cantidad quese habia multiplicado por:sí misma 
para formarlo ,ó á la raiz quadrada; y es fácil ver que 
esta operacion es un caso particular de esta otra giles”: 


MS 


4 
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tion general: sabiéndose 6 suponiéndose qué un número 
dado sea una cierta potencia de otro desconocido, ¿cómo 
se determina qual es este. otro? Ya se dexa entender que 
la. serie de operaciones que deberémos executar en esta 
investigacion , deberá ser: la inversa de: la que nos sirve 
para hallar la potencia; y de consiguiente debe sernos 
muy útil exáminar cómo se forma esta, para saber cómo 
se la deberá descomponer, ! 

Siendo muy cómodo el uso de los frboles alge- 
bráicos para investigar quanto pertenece á:la composi- 
cion y á.la descomposicion de las cantidades, procederé- 
mos desde luego á-la formacion de las potencias de las 


expresiones algebráicas ; pues para hallar Jas. de los nú- 


meros basta. loque hemos dicho en: el $. 24, con arre- 
glo:4 lo qual hemos formado las potencias que se hallan 
enla tabla siguiente: | 


AE A IA A A 
JE es JE 
arle lolo fa Tos Ts Pd eo 

CDE 


1 Ed 81 | 256 | 625 | 1296 | 2401 | 4096 | 6561: 


729 


64 | 125 | 216 | 343 | $12 


¡ 


4? 


sal | 32 | 243] 1024 | 3125 | 7776 | 16807 | 32768 | 59049 | 


6.2 


1 | 64 | 720| 4096 [15625 | 45656|117649 262144 | 531441 


a | 1 Jaa2 2r87]16384)78235 [279936823543 2097152| 4782969 
¿ r j J 1 y ¡ 


Hemos puesto aquí esta tabla principalmente con 
el objeto de hacer notar la rapidez con que crecen. las 
potencias de los números á proporcion que van siendo 


e 
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de grado mas elevado; observacion muy importante para 
lo sucesivo, Se ve con:efecto que la séptima potencia 
de 2 es ya. 128; y que la de 9 asciende á 4782969. 

- «¿Desesto se: infiere con facilidad que las ¿potencias 
de las fracciones propias disminuyen con mucha rapidez; 
porque las potencias del denominador van «siendo tanto 
mayores que las del numerador quanto mas elevadas sean, 

La séptima potencia:de 2, por exemplo,, será 225 y 
la:de 1 será 5. ¿o : 
127 . Puesto que en todo producto cada letra tiene 
por exponente la suma de los exponentes que tenga en 
los dos factores ($.26), es consiguiente que la potencia 
de una cantidad monomia. se forme. multiplicando el ex- 
ponente de cada factor por el exponente de la potencia. 
La. tercera potencia de a“b3c, por exemplo, resulta- 

rá multiplicando los exponentes 2, 3. y 1 de las letras 
a, b y c por el exponente 3, de la.potencia que se bus- 
ca; y se tendrá.a%b%3, Con efecto esta potencia es lo 
mismo que y 


abc abia = ar3p33003, ; 

Si la cantidad propuesta tuviese algun coeficiente 
numérico, seria: necesario elevar tambien este coeficien- 
te á la potencia indicada; y «ist: la: quarta, potencia «de 
3abte? es 81atb%*2, porque la de-3 es 8r.. 

128 ' Por lo 'tocante á los signos que precedan á 
las cantidades monomias, debemos observar que todas 
las. potencias, cuyo exponente, sea par, han de tener el 
signo +3 y.quetodas las de exponente impar deben' lle. 
war el mismo signo que la cantidad que las haya fopo 
mado, 

Con efecto, las potencias de un grado par resultan 
de la-multiplicacion de un número par de factores; y 
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ya se sabe que los signos =-combinados de dos en dos 
en la multiplicación dan siempre al producto el signo + 
($. 3.1). Por el contrario, si el exponente de la poten- 
cia, ó lo que viene 4 ser lo: mismo, sivel número de 
los factores fuere impar, el producto tendrá el signo — 
siempre que este signo preceda á los factores, porque 
en este caso se ha de terminar forzosamente la opera- 
cion multiplicando un producto positivo por un factor 
negativo. -- y 

129 Para retroceder de la potencia á la cantidad 
que la ha formado, y que se llama la raíz, no hay mas 
que invertir las reglas que acabamos de dar, es decir: 
19 Se ha de dividir el exponente de cada letra por el 
que indique el grado de la raiz que se quiera extraer, 

De esta manera hallarémos la raiz cúbica Ó de ter- 
cer grado de la expresion a%b%*, dividiendo por 3 los 
exponentes 6, 9 y 3; lo qual dará a*b3c, 

2. Quando la expresion propuesta tenga algun 
coeficiente numérico, se debe tomar tambien su raiz para 
obtener el coeficiente de la cantidad literal que se de- 
duzca por la regla anterior, 5 y 

Si se nos pidiese, por exemplo, la raiz quarta de 
8 144%0*, veríamos: en-la tabla del $. 126 que 81 es 
la quarta potencia de:3 ,;ó lo: que es lo. mismo, que la 
raiz quarta de 81 es 3; y dividiendo por 4 los expo» 
nentes de las letras , tendríamos por resultado 34L*<*, 

En caso queno se: pueda: hallar por:medio de la 
tabla citada la raiz del coeficiente mumérico , :se-la:ex- 
traerá por los métodos que mas adelante darémosá co- 
nocer. 

130 Ya se dexa entender que la extraccion de las 
raices de los factores literales de las cantidades mono- 


Se 
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mias no se podrá efectuar 'sino quando cada exponente 
sea exáctamente divisible, por el-de Ja raiz. En no «ye» 
rificándose esta circunstancia, lo único quese puede 
hacer es indicar la operacion aritmética,que habrémos 
de efectuar. :quando.se Sustituyan: números 4: las letras. 

Para esta indicacion se hace tambien uso'del. sigrio 


AILAL do A 


potencias del. mismo «grado. de. todos. los factores: de la 
ralz5 y que por consiguiente, qualquiera raiz. de un 
producto es. el. producto. de.las raices, del mismo: grado 
de todos sus factores. De'este último principio se de- 
duce que si la cantidad puesta, debaxo,del radical ties 
ne factores. quesean potencias exáctas del, mismo. gra» 
do que: el de la raiz,indicada, se. podrán; tomar Sepan 
radamente las raices de estos. factores, y multiplicar. el. 
producto de estas por la. raiz: indicada de los otros 
factores, bre | 


— 


ES , Y oa 
En la expresion VW 96ashr¿r, por exemplo, se ye 


que. ., 965323 =2%x 3; 
que. a* es la quinta potencia de a; 


h 
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que a a DS lan 
que ón ná ETRAAR: 
y por consiguiente Ds | 

9641 =92545h59 x 31%; | 
y siendo 22bc* la raiz quinta del primer: factor del úl. 
timo producto; resulta que 


vn Cai =2ab Y 3b%. 


131 Debiendo llevar toda potencia de un grado 
indicado por número par el signo + ($. 128), ninguna 
cantidad precedida del signo — podrá ser potencia de grado 
par, ni de consiguiente podrá tener raiz de este grado. 
De lo qual se sigue que todo radical de un grado par 
que tenga.debaxo de sí una cantidad negativa , Ss una 


expresion imaginaria. Así que . 
E e. 09) 
Va, Va, be V —ab? az F 


son expresiones imaginarias. 

Por manera que quando el exponente del radical 
sea par, no se podrán designar ni exáctamente ni- por 
aproximacion, ni-en expresiones positivas ni en negati- 
vas, mas que las raices de: las cantidades positivas, y 
estas raices podrán estar precedidas indiferentemente 


del signo +6 del signo —, porque en ambos casos re= 


producen igualmente la cantidad propuesta con el signo 
+5 lo qual debe entenderse en el supuesto que se igno- 


re qué signo tenia la que se supone haberla producido. 
No se verifica lo mismo quando el exponente de la. 


raiz sea impar; pues debiendo las potencias de expo- 
nente impar tener el mismo signo que sus respectivas 
raices ($. 128), debe por la inversa darse á las rai» 
ces de estos grados el mismo signo que preceda á la po- 
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. , , . . 
tencia; y así en tales casos se podrá designar de la raiz 
una expresion que no sea imaginaria. 

132 Es interesante observar que la regla dada 
($. 129) para la extraccion de las: raices de los mo- 
nomios por medio de los exponentes de sus factores 
conduce naturalmente á indicar con símbolos mas cómo- 


dos para el cálculo que el signo Y”, las raices que no 


se puedan extraer algebráicamente con exáctitud. 

Si, por exemplo, se nos pidiese la ralz tercera Ó 
cúbica de a*, deberíamos, conforme á la regla citada, 
dividir el exponente 4 por- 3; pero no pudiendo efec- 
tuarse exáctamente la division, resulta el número frac- 
cionario £; y la forma que adquiere entonces el expo- 
nente del resultado indica que no se puede verificar la 
extraccion en el estado actual de la cantidad propuesta. 
Debemos pues mirar como equivalentes las dos expre- 


5 

a eL Eo) 

siones Vas y a. 
Esta segunda tiene sin embargo la ventaja de con- 
ducirnos inmediatamente á la simplificación de que es 
susceptible la expresion Vas; porque extrayendo el en- 


tero contenido en la fraccion £, tendrémos 1+3, y por 
consiguiente : 


 |u 


2 2 
a =0  =atxa? ($. 25); 


donde se ve que la cantidad a? está compuesta de dos 
factores, de los quales el primero es racional, y el otro 


se convierte en Va a. 


Lo mismo pudimos haber deducido de la expre- 
TOMO 11. LL 
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. 3 Ag . f p 
sion V 45, observando lo prescrito ($. 130); pero el : 


exponente fraccionario conduce inmediatamente 4 aquel 
resultado. Ya se nos ofrecerán en otras operaciones que 
hayamos de executar con las cantidades radicales, nue- 
vas ocasiones de reconocer las ventajas de los exponen» 
tes fraccionarios, 

Por ahora basta observar que correspondiendo la 
division de los exponentes, en los casos en que se la pue- 
de efectuar, á la extraccion de las raices; en estando me- 
ramente indicada aquella division se la debe conside» 
rar como símbolo del resultado de la "misma operacion; 
y de consiguiente deberémos tener por equivalentes las 


Jana mm 
expresiones Va” AS 


Así vemos de nuevo que el convenio adoptado pa- 
ra representar las diferentes potenciaside una cantidad 
nos conduce por- analogía- y por extension á símbolos 
particulares, del mismo modo que segun vimos ( $. 37) 
nos conduxo á la expresion a“= 1. o 

133  Observarémos con este motivo que la regla 
de los exponentes relativa á la division ($. 36), com- 
binada con la de los signos relativa 4 la sustraccion 
($. 20), nos conduce tambien á nuevas expresiones 
de cierta clase de fracciones algebráicas. 

Con efecto, por medio de estas reglas tenemos: 


y de esto es fácil inferir que si el exponente » del de- 
nominador fuere mayor que el exponente m del nume- 
rador, será negativo en el segundo miembro el expo- 
nente de la letra a. 


| 
| 
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Por exemplo, si m= 2 y 1=3, tendrémos: 


| a? 

y como por otra parte sepamos que simplificando la frac. 
. aa 1 YA r . 
cion — se transforma en -—, vendrémos á concluir 

a a 


. 0 1 o 
que son equivalentes las expresiones — y a”7*. 
E a 


En general tenemos por la regla de los exponentes 


ar 
— yM=M=n __ _—N, : 
a 2 = 4”; y por otra parte sabemos que 
a” a” 


Y . 
HG Resulta pues que son equivalen- 


) . Y e 
tes las expresiones — y a”. 
, ar 


En efecto, el signo — que precede al exponente 11, to» 
mado en el sentido indicado en el $. 62, manifiesta que 
el exponente negativo propuésto procede de una fraccion 
cuyo denominador contenía 1 factores 4 mas que el nu- 


merador, la qual simplificada es e Se puede pues, en 


encontrando qualquiera de estas expresiones, sustituir en 
lugar de ella la otra. | 
4*p5 


Con arreglo á esta observacion la cantidad 39 Que 
a € 


equival Lab 
es equivalente á a?xb5x 7 X 7» se puede transformar 


en estotra a*b$(—?*473; es decir, que se pueden trans- 
Ferir al numerador todos los Factores del denominador 
con los mismos exponentes que tengan, sín otra novedad 
que la de estay precedidos estos del signo —. 

Y recíprocamente, quando una cantidad contenga 


E 
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ed factores con exponentes - negativos, los podrémos eráslas 
a! 

IN dar al denominador, dando á sus exponentes el signo +; 


mi y de esta manera la cantidad a*b37*d73 se convierte 
00 A bi 
LN En: —— 


cd? ; 
mn - : 
lil De la formacion de las potencias de las cantidades complexas. 


134 Observarémos ante'todas cosas, que se indican las poten- 
JN cias de las cantidades complexas, encerrando estas cantidades den- 
| «tro de un paréntesis, sobre el qual se pone 4 á la derecha el expo- 
8 nente de la potencia. La expresion (40 — 24b+ $1b*)* denota la 
A tercera potencia de la cantidad 4a—2aab+ 50”. La misma poten- 
cia se puede tambien indicar del modo siguiente : 


y y qa —24b+ gb”. 

hi 0 135 Siendo las cantidades binomias las mas sencillas despues de 

ll las monomias, deberán ser entre las “complexas las primeras cuyas 

potencias nos propongamos determinar; y así como por medio de 

ll | supjunliéaóiones sucesivas de un binomio hemos hallado ($. 34) su 

Mi unda y su tercera potencia, pudiéramos igualmente hallar por el 

| mismo medio qualquiera otra potencia que necesitísemos del mismo 
| binómio; pero así no obtendríamos mas que resultados particulares, 
como los que se hallan en la siguiente tabla: 

Ú (ira =08 Hera a? 

Ñ (arta) + gas + 3000005 

| ty” laa y atgari+6a*r ga a +.at, tc, 
| E qual se E fícilmente continuar quanto se quiera ; pero no será 

¡ igualmente fácil descubrir en, ella la ley que siguen los coeficientes 

ll o numéricos de estos resultados. Reflexionando sobre lo que practi- 

camos. en, estas papi plicaciones» echarémos de ver que los cocfi- 

cientes numéricos provienen de las. reducciones que origina la igual- 

dad de los factores qué forman cada ima de las potencias; y que si. 

descubrimos algun 'medio de impedir éstas reducciones, lograrérmos 

poner mas en claró la Jey que se observa en la composicion: de estos 


productos. 


"$ 
. * , 
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El medio que para esto se ocurre desde luego, es suponer por 
un momento que sean desiguales los segundos términos de los bi- 
nomios que se hayan de multiplicar, representándolos por los si- 
guientes : | 

apar o+bjaotc;+d, Kc. 

Efectuando sucesivamente las multiplicaciones de dos, de tres, 
de quatro Sc. de estos binomios, y colocando en una misma colum- 
na los términos en que se halle la primera parte Y elevada á una 
misma potencia, tendrémos: 


: (a+) (ab) =4 + ax + ab; 


+ bae 
(ara) (ash) (ao) xa Hax* +Habo-abe; 
+ bx*+acx 
+cxi+ber 


(ua) (04d) (eo) (2d) =0 tax + aba? +abcx + abed, 
+ ban ace? + abdx 
Qae +? +ada? +acdo 
da + be? +bcdr 
+bda? 
cda? 
Sc. Rc. ác. 
Sin necesidad de efectuar mas multiplicaciones de estas, se puede ya 
venir en conocimiento de la ley con que estan formados sus produc- 
tos; pues reputando por un solo término 4 la combinacion de todos 


aquellos en los quales se halle una misma potencia de la x, y que 


por esta razon estan colocados en una misma columna; es decir, 


teniendo presente que por exemplo, 
a Rda oca edo —O(arbec+d)a? CS. 11) 
se puede ya observar en los productos que hemos hallado : 

1.2 Que en cada uno de ellos hay un término mas que unidades 
hay en el número de sus factores: 

2.0 Que el exponente de x en el primer término es igual al náme- 
ro de los factores; y que despues va disminuyendo una unidad en 
cada uno de los términos que siguen : 

30 Que la mas elevada potencia de x no tiene otro coeficiente que 
la unidad; la inmediata inferior, cuyo exponente tiene una unidad 


— RAR 
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menos, está multiplicada por la suma de los segundos términos de 
los binomios ; la que tiene dos unidades menos en su exponente, lo 
está por la suma de todos los diferentes productos que se pueden oba 
tener multiplicando de dos en dos los segundos términos de los bino- 
mios *; la que tiene tres unidades menos en su exponente lo está 
por la suma de todos los diferentes productos que se pueden obtener 
multiplicando de tres en tres los segundos términos de los binomios 5 
J así de las demas. Finalmente en el último término, que es el pro. 
ducto de todos los segundos términos de los binomios, y en el qual no 
aparece la x, podemos suponer que se halla esta letra con el exponen- 
te cero(S. 37), y que de consiguiente el exponente mas alto de la x 
se ha disminuido de tantas unidades como hay en el número de lor 
Factores, 

Aunque no es difícil ver que la forma de estos productos debe 
permanecer sujeta 4 las mismas leyes, qualquiera que sea el número 
de sus factores; se puede demostrar esta verdad de un modo mas 
convincente que por medio de la analogía. 

136 Por decontado es evidente que todo producto de esta esa 
pecie debe contener todas las potencias sucesivas de +, desde aque- 
lla cuyo exponente es igual al número de los factores que se han 
multiplicado, hasta aquélla cuyo exponente es cero. Por manera que 


si representamos por m el número de factores, aquellas potencias 
vendrán á ser 


E A E % 8c. hasta 10, 


Representemos por las letras A, B, Co X los respectivos 
multiplicadores, ó sean coeficientes de aquellas potencias, comenzan- 


do desde x” 7%; y como mientras permanezca indeterminado el 


número m de los factores, debe igualmente permanecer indetermi= 

nado el número m-+ 1 de términos del producto, no podrémos de- 

signar mas términos de este que los primeros y los últimos, y ten= 

drémos que contentarnos con indicar por medio de una serie de 

puntos suspensivos los demas términos intermedios que puedan fa]. 
: N 


1 Estos productos se llaman binarios. 
2 Estos otros se llaman productos ternarios. 
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tar para completarlo. Así que todo el producto vendrá á tener esta 
forma: 


Y nd +Áx En + Ba WS rc? Vx a Y 


y esta expresion representará el producto de un número qualquiera 
m de factores 2+4,2+b,2+HC0, 2 Rd, kc. 

Ahora bien, si al producto que acabamos de suponer hallado, lo 
multiplicamos por otro nuevo factor x=+ 1, deberá resultar una ex- 
presion de esta forma: 


ati Ar Ba? TG Ca Ts UVa? +4 Y% 
Ja? pda MIG ]Ba lso Tai VR IY 


la qual nos hace ver: 

1.2 Quesi Aes la suma de los m segundos términos a, D, c,d Kc. 
será A +1 la de los m + 1 segundos términos 4, b,c, d Kc.l; 
y que por consiguiente si la ley indicada para la composicion del 
coeficiente del segundo término es verdadera en el producto del gra- 
do m, se la deberá igualmente observar en la formacion del segun- 
do término del producto del grado m +1. AER 

2.2 Sies B la suma de todos los productos binarios de las m 
cantidades 4, 5, c, d Eco; B-+-14 representará la de los productos 
binarios de las m-+ 1 cantidades a, b, c, d €c. 1; porque siendo A 
la suma de las primeras mm cantidades, será 1.4 la de los nuevos pro= 
ductos binarios que pueden formarse combinándose la nueva canti- 
dad / con todas las anteriores; luego si la ley que hemos supuesto 
para la composicion del tercer término, del producto es verdadera 
quando este sea del grado m, tambien será verdadera quando el pro- 
ducto sea del grado m-+ 1. 

3." Sies C la suma de todos los productos ternarios de las m 
cantidades 4, b,c,d«c., seráC+1B:1a de todos los productos 
ternarios de las m-—+ 1 cantidades 4, b, ¿, d Sc, l; pues si B re- 
presenta la suma de todos los productos binarios de las m cantidades 
4,b,c,d«c., vendrá á ser 1.B la suma de todos los nuevos pro- 
ductos ternarios que se pueden formar combinándose la nueva canti- 
dad? con todos los productos binarios de las anteriores; y de con- 
siguiente si en el producto del grado m es verdadera la ley que he- 
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mos indicado para la composicion del coeficiente del quarto térmi- 
no, tambien será verdadera en el producto del grado m-—+ r. 

Fácilmente se ve que se puede hacer un razonamiento semejante 
sobre cada uno de todos los demas términos hasta llegar al último 
¿Y el qual será el producto de los m-+ 1 segundos términos siem- 

, pre que Y lo sea de los »m segundos términos. 

De esto se deduce que pues en el producto de quatro factores, 
ó como dicen del quarto grado , hemos ya observado ($. 135) que 
el coeficiente del segundo término es la suma de las segundas par- 
tes de los factores; que el coeficiente del tercer término es la suma 
de todos los productos binarios de las mismas segundas partes Átc.; se 
deberá verificar lo mismo en el producto del quinto grado, y por 
consiguiente en el del sexto; y así podremos ir subiendo de grado 
en grado hasta venir en conocimiento de que es general la ley indi- 
cada. Por manera que si al producto de un número qualquiera m de 
factores binomios +4, +b,x+c,1-+d Sc, lo representa» 
mos por 

an + APT BAMA CM e Tis Vai Y, 
será generalmente 4 la suma de las m cantidades a, b, c Stc.; Bla de 
todos los productos-binarios de estas cantidades; C la de todos los 
productos ternarios. de estas cantidades, y así sucesivamente. 

X .Si no contentos con haber ya descubierto la ley de la formacion 
de tados los términos de esta clase de productos, quisiéremos cifrar- 
la en una expresion algebráica, podrémos representar por Na” ==" 
un término qualquiera del producto, y deberémos tener presente 
que quando sea 1= 1, el término representado será el segundo del 
producto, y N será la suma de las m cantidades a, h, c, d «c.; 
quando sea 1= 2, el término será el tercero, y N designará la su- 
ma de los productos binarios; quando sea 1 = 3, el término será el 
quarto, y ZV representará la suma de los productos ternarios; quan= 
do n= 10, el término será el undécimo, y Vrepresentará la suma 
de los productos denarios, y así sucesivamente. 

137 Para hacer ahora que los productos de factores binomios 
que solo tienen el primer término comun 

(1+4)(2+b); 
(1+4) (1+)b) (rc); 
(r+a)(2+b)(r+c)(t= ud), Sc. 


"a 
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se transformen en las potencias de uno qualquieta de ellos, por exem- 


plo, de -+a; Ó lo quees lo mismo, en (0-8); (1+0)3;(v-a)* SC», 
basta suponer que todas' las cantidades hb, e, d Sic. han venido á ser 
iguales 4 a, y sustituir por consiguiente en el producto la letra a en 
donde quiera que se halle qualquiera de las demas. De este modo 


todas las cantidades que multipliquen una misma potencia de x, se- 
rán iguales entre sí; y el coeficiente del segundo término, que en el 
producto de quarto grado, por exemplo, 


(ra) (+) (rec) (0+d)es a+b+c+d, 


se convertirá en 4a3 y siendo el del tercer término del mismo pro= 
ducto h 
abr acruad—=— be + bd cd, 


se convertirá en Ga”; y de aquí es fácil inferir que el coeficiente de 
cada una de las diferentes potencias de w se convertirá en una sola 
potencia de a, repetida tantas veces quantos términos tenga en el pro- 
ducto aquel coeficiente , y designada por el número de factores que 
contenga cada término. Así el coeficiente 2V de la potencia 2” 

será la potencia a repetida tantas veces quantos productos dife- 
rentes se puedan formar tomando: letras de un número »m de ellas; 
y de consiguiente 4 la investigacion del número de estos productos 
se reduce la del coeficiente numérico del término en que se ha= 


lle la potencia 47”. 


8 Para llegar á descubrir aquel número es necesario en pri- 


13 


- mer lugar distinguir las diferentes alternaciones Ó permutaciones ó 


situaciones que pueden tomar las letras Ó factores de un producto, 
de los diferentes productos Ó combinaciones que pueden formarse 
con un cierto número de letras. Con dos letras por exemplo a y 5 
no se puede formar mas de un producto binario; pero sus factores 
son susceptibles de dos alternaciones Ó permutaciones ab y ba; con 
tres letras a, b, c nose puede formar mas de un producto ternario; 
pero sin que varíe el valor del producto, sus factores son suscepti- 
bles de seis alternaciones Ó permutaciones: abc, acb, bac, bea, cab, 
cha ($. 88). Con las mismas tres letras se pueden formar tres pro- 
TOMO II, MM 
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ductos binarios enteramente diferentes ab, ac, be; peto si se,atien- 
de á la diferente situacion de los factores, aquellos tres productos 
vendrán á ser seis: ab, ba, ac,ca, be, cb, 

Esto basta para darnos á conocer que para determinar el número 
de combinaciones que se pueden formar con qualquier número de 
letras, es necesario atender Ú estas tres circunstancias: 1.* quántas 
son todas las letras que se nos proponen: 2.* de quántas ha de cons- 


tar cada una de las combinaciones: 3.* quántas son las diferentes si- - 


tuaciones de que en una misma combinacion Ó producto son suscep= 
tibles las letras Ó factores de que se compone. 

Para fixar las ideas supongamos que habiéndosenos dado las 
nueve letras siguientes 

45 b,:6, d; aid dy 
se nos pregunte quántas son las combinaciones de á siete letras que, 
comprehendiendo las permutaciones, pueden resultar de las nueve; 
y por ds contado nos ocurrirá que tomando arbitrariamente una 
combinacion de seis de estas letras, por exemplo a bc d e f, podre- 
mos agregar d estas sucesivamente cada una de las tres letras restan- 
tes 9, h,¿, y de esta manera tendrémos las tres combinaciones de á 
sicte letras : z 
abedefz, abcedefh, abedefí. 

To que acabamos de decir respecto de una combinacion particu- 
lar de seis letras, convendrá igualmente 4 todas las demas combina- 
ciones de á seis; y de esto deberémos concluir que cada combinacion 
de á seis letras dará tres de á siete, esto es, tantas como letras fal- 
ten para que todas estuviesen 4 un mismo tiempo en una sola com- 
binacion. Luego si representamos por Pel número de las combi- 
naciones de á seis letras, tendrémos el de las combinaciones de á 
siete letras multiplicando P por 3 Ó por 9 —6. Poniendo m y n 
en lugar de los números y y 7, y considerando 4 P como el núme- 
ro de las combinaciones que pueden formarse con m letras entrando 
en cada combinacion 1 — 1 letras y atendiendo á las permutaciones; 
el número de combinaciones de 4 » letras que de las mismas mm letras 
podrán resultar , deberá representarse por 

Pím—(n—1)) 6 P(m—n—+1). 
Lo único que á primera vista parece que hemos adelantado con 
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esta fórmula, es haber averiguado que en sabiendo el número de pro- 
ductos guaternarios , por exemplo, que se pueden sacar de »a letras, 
nos será fícil determiñar el de los quimarios; en sabiendo el de los 
ternarios se determinará el de los qguaternarios ; en sabiendo el de 
los binarios determinarémos el de los fernarios, y así sucesivamente; 
porque suponiendo como suponemos conocidos los valores de m y 
den, lo único que falta conocer en la fórmula es el valor de P 
para poder despues efectuar con las tres cantidades m, a, P las 
operaciones que la misma fórmula prescribe. 

A fin de hacer ver que en esta fórmula estan comprehendidos 
implícitamente todos los casos particulares , propongámonos averiguar 
quántos productos binarios Ó combinaciones de á dos letras se pue- 
den formar con m letras atendiendo 4 las permutaciones. En este 
caso será mM 2; y para hacer uso de la fórmula deberémos tener 
sabido de antemano el número P de combinaciones, si así pueden 
llamarse , que se pueden formar con las mismas 1 letras, tomándo- 
las una 4 una; porque en este caso n— 11. Ahora bien, este 
número P m3 y de consiguiente la fórmula general se transfor- 
mará en m(m—2-+1) ó m(m— 1). al 

Ya que sabemos el número de productos binarios, nos será fá- 
cil determinar el de los termarios con solo sustituir en la fórmula 3 
en lugar de 2, y m(m-—1) en lugar de P. Así tendrémos ; 

m(m—1)(M—3+1)5 Ó m(m—1)(m—2). 

Si ahora que ya sabemos el número de los productos fernarios, 
quererños averiguar el de los quaternarios , en la fórmula sustituiré- 
mos 4 en lugar de 2, y m(m—1) (Mm—2) en lugar de P, y resultará: 
m(m—1Xm—=2XmM—4-+1) Ó m(m— 1 Xm— 2 Xm— 3). 

Del mismo modo podrémos determinar el número de productos 
quinarios, que será m(m—1)(mM—2)(m— 3)(m— 4); y así 
podrémos calcular progresivamente el número de combinaciones que 
se pueden formar con sm letras, entrando en cada combinacion qual- 
quier número * de ellas y atendiendo á las permutaciones. Este 
número, que segun hemos visto, está representado por P(m—n=1), 
lo estará con mas claridad por m(m— 1) (m—2).....(m—n + DD; 
en cuya expresion los puntos suspensivos nos dan á entender que se 
deben continuar los factores hasta que haya tantos como letras ha- 
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yan de entrar en cada una de las combinaciones, ó lo que es lo mis- 
mo, hasta que el guarismo sustractivo que forma parte de cada fac- 
tor valga tantas unidades menos una, como letras hayan de entrar 
en cada combinacion *. 

139 Para pasar ahora del número de las combinaciones que he- 
mos determinado de 122 letras, al de los productos diferentes, es des 
cir, al de aquellas combinaciones en que no se atiende á las permu- 
taciones, es necesario conocer de antemano el número de permuta- 
ciones ó alternaciones de que son susceptibles los factores de un 
mismo producto. Para esto observarémos que si en qualquicra de 
las combinaciones se fixa en el primer lugar una de las letras, se 
podrán hacer entre todas las demas tantas permutaciones quantas per- 
mita un producto de 1 — 1 letras. Tomemos, por exemplo, la com- 
binacion Ó producto abcdefg compuesto de 7 letras; y fácilmente 
verémos que dexando en el primer lugar la a, podemos escribir es= 
te mismo producto de tantas maneras quantas sean las permutacio» 
nes de que sean susceptibles los factores del producto de seis letras 


bcdefg 5 y pudiendo cada una de las 7 letras ocupar el primer lugar 
que hemos supuesto ocupado por la a; es claro que si llamamos Q 


- 1 En el número que acabamos de determinar de combinaciones, no es- 
tan comprehendidas aquellas en las quales se halla repetida muchas ve- 
ces Una misma letra; porque no pueden sernos útiles para el asunto de 
que aquí tratamos. Sin embargo, como pueden serlo para el cálculo de 
Jas probabilidades que tiene por fundamento la teoría de las combinacio» 
nes y permutaciones, obseryarémos en el exemplo propuesto que cada 
combinacion de 4 6 letras abedef, pudiéndose combinar de nuevo con ca= 
da una de las 9, producirá y combinaciones de 4 7. De consiguiente si P 
representa el número de combinaciones de 4 6, el de las de 4'7 estará 
representado por PXg9, y generalmente si m es el número de todas las 
letras, y P el de las combinaciones en que entran 2—1 de ellas, Pm 
será el número de las combinaciones, en cada una de las quales entran » 
letras. Siendo pues m el número de combinaciones, si así pueden llamar- 
se, de las letras tomadas una á una, será m>xm Ó m* el de las combina- 
ciones binarias; m* <m Ó m3 el de las ternarias; y finalmente m” repre- 
sentará el número de combinaciones que pueden formarse con sm letras, 
entrando en cada combinacion » de ellas, y atendiendo no solo á las per- 
mutaciones de las diferentes letras que entran en cada una, sino tambien Á 
las repeticiones de una misma letra, 
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el número de permutaciones de que son susceptibles los factores de 
un producto de 6 letras, Qx7 representará el de las permutaciones 
de los factores de un ¡producto compuesto de 7 letras. De aquí se 

E igue que si representamos por Q el número de las permutaciones 
de que son susceptibles los factores de un producto de 1 —1 letras, 
Qn representará el número de las permutaciones de que son suscep-. ! 
tíbles los factores de un producto de zz letras. 

La sencillísima fórmula Qn comprehende quantos casos particu- | ll 
lares pueden ocurrir; porque si suponemos 12, €S decir, si que- 
remos averiguar de quántas permutaciones son susceptibles los dos 
factores de un producto binario, en observando que quando no hay 
mas de una letra es Q=1, resulta 1x2=Ñ2 para el número de 
permutaciones de un producto de dos letras. Suponiendo ahora 
QUA Y el tendrémos 1x2x3=Ó6 para el número de 
permutaciones de un producto de, tres letras. Haciendo del mismo 
modo Q=1x2x3 y 24, resultarán 1<2x 3x4 Ó 24 permu- 
taciones posibles en un producto de 4 letras, y así sucesivamente. 


4 


Por manera que 1x2 X3 X gos... <21, vendrá á ser la expresion 
general del número de permutaciones de que son susceptibles los 
factores de un producto formado de n letras. A: 

140 En habiendo comprehendido lo que acabamos de exponer, 
se verá con facilidad que dividiendo el número total de las combi- 


naciones de 4 1 letras que se pueden formáx con las sm letras pro- 
puestas, por el número de las permutaciones de que son susceptibles 
«las » letras que entran en cada combinacion, el quociente será el 
número de los diferentes productos que se pueden hacer tomando 
de todas las maneras posibles nm factores entre las 7m letras. Estará 
pues, bien representado este número por la expresion fraccionaria 
P(m—n-+ 1) 
ia 
m(m—1) (M—2)...0.(M—8-+ 1) 
; 120 Borncaonncinanacionacan nana 


. ó mas claramente por estotra UUrrArra corro contorsortiosa 


5 y de consiguiente la expresion 


Na” 7” ($. 136) se transformará en a a” an, 
Qn 

m(m— 1 Xm— 2 DIA E 1 ) == 

ol e 2 


J ps 2 A Qrrarrnarananoncnrnnas xx 


-6 mas bien en 


0 
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y qualquiera de estas vendrá á ser la expresion general de qualquiera 


de los términos del polinomio equivalente (Ray A 


P(m—nu+1 y 
Estando representado por E ) dd AE 


mino qualquiera de aquel polinomio, el término que inmediatamen= 


1 MAT, 


% 2 
te le anteceda lo deberá estar por a* 3 porque re= 


trocediendo hácia el primer término, aumenta una unidad el expo- 


nente de a; el de a disminuye otro tanto; y ademas P y Q son las 
cantidades relativas al número n= r. 


. P . 4 
141 Si hacemos T = M, se convertirán aquellos dos térmi- 


nos consecutivos en Ma?" aPTREL) y 


cuyos resultados nos «manifiestan cómo formarémos qualquier tér. 
mino del polinomio equivalente 4(w +2)”; por medio del que 
le anteceda. 

En efecto, sabiendo como sabemos que el primer término es => 
hallarémos el segundo haciendo 2= 1; y puesto que el coeficiente 


de x2”es la unidad, será M=1; y vendrá á ser el segundo término 


E AAN = , 
o RR 7 ar” 72. Para pasar al tercer término harémos 
ON : A + vee a 
xo mn mm — X > 
M=T—,y1.=2;lo qual da ( — a 
J 


e to TANDO 


m(m—1) bn 
1 ie 


modo hallarémos el quarto, suponiendo M= 


«e Es importante obseryar que haciendo sucesivamente n—=25 135 


> Pím=ar+1) > m(m— 
n= 4 65c. se convierte la fórmula EEC en cli 


Jrrnrers s.. 


” 1.2 
piel, m(m—1)(m—2)(m-3) 


Xx A . 
172.3 1.2.3.4 C.5 €Xpresiones que 


nos dan á coBocer respectivamente quántos productos binarios, ternarios, 
quaternarios Bcc. se pueden formar con un número qualquiera m de letras, 
y de consiguiente quántos ambos , termos , quaternos Kcc. hay en m núme- 
ros , Ó quántas combinaciones binarias, ternarias $c. se pueden formar cop 
m cosas qualesquiera, excluyendo las permutaciones, 


mM 


pa 
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m(m—1)(m— 2) Y 3 
1.2.3 
mente: por cuyo medio hallarémos la siguiente serie, conocida con 
el nombre de fórmula del binomio de Newton: 
m(m— 1) 


de donde resulta y así sucesiva= 


A ES aq”? 
mim — 1 Ma 2 
PE MA RE 


LS 
de la qual se puede deducir esta regla: 


Para pasar de un término al inmediato siguiente se multiplicará 
el coeficiente numérico por el exponente que x tenga en aquel prime- 


Yo, y se le dividirá por el número que designe el lugar que ocupe el 


mismo término; se agregará una unidad al exponente de a, y se qui- 
tará otra al de x. 
Aunque no sea posible fixar el número de los términos de esta 


fórmula mientras no se determine el valor particular de m, no de- 
be sin embargo quedar ya duda alguna sobre la ley que siguen to- 
dos los términos, por distantes que:se los suponga del primero; por 
manera que 

m(m—1)(m — 2 Dri (m1 + 1) mn 
8 A AAA A ; 


- representará del modo mas a! que es posible al término que 


tenga antes de sí 1 términos. 
Esta última fórmula se llama el término general de la serie 


porque haciendo en ella sucesivamente n= 1 r UZ2 NI Sec. re 
sultan todos los términos de esta serie. 

142 Hagamos ahora uso de la regla del párrafo anterior para 
desenvolver en un polinomio la quinta potencia del binomio +4, 
Ó lo que es equivalente, la Expresion (ama y, Debjendo ser el 
primer término 

a 6 10% ($.37); 


el segundo será Das Ó zast; 
1 


A 
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el tercero ap ó 104 %7?; 
el quarto A 6 rodada”; 
el quinto A gata; 
el sexto | asa? da. 


Aquí se termina la operacion; porque para pasar al términosiguien- 
te, en caso que lo hubiese, seria necesario multiplicar por el expo- 
nente de x en el sexto término, y ya se ve que este exponente es cero, 

Esto mismo nos lo manifiesta la expresion ó fórmula del térmi- 
no general; porque teniendo el séptimo término por coeficiente nu- 
m(m—1)(m—2)(m—3 )(M—4)(M— 5) 

11.3. 4:58.6 
ne el factor m— 5, que en el caso actual se convierte en g — 5 ó 
en 0; y como deba entrar este mismo factor en todos los términos 
siguientes, los hace nulos ó los reduce todos á cero. 


Reuniendo los términos que hemos hallado mas arriba, ten- 


mérico , Conlle- 


drémos: 
(rra 00 + gar oa a 1000? + gato a. 
143 La fórmula general que hemos determinado ($. 141) pue- 
de igualmente servirnos para desenvolver qualquier potencia de otro 
qualquier binomio. Si tuviésemos, por exemplo, que formar la sexta 
potencia del binomio 24 —ga?; sustituyendo en aquella fórmula 
general 6 en lugar dem; 2. en lugar de 2; y —50* en lugar de a, 
se transformaria en esta expresion: 
O CON 
+2.0(—3 0 Yoga y 
+ 653) (11*)+(> gay; 
y efectuando las operaciones que solo estan indicadas en cada uno 
de los términos, resultaria: 
641 "96041460004 1'* — 200004%? 
+ 3750041 —375004 11 *+ 156254". 
Los términos de este polinomio son alternativamente positivos 
Y negativos; y ya se dexa ver que lo mismo sucederá siempre que 
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el segundo término del binomio propuesto cage el signo— , Ó sel 
sustractivo. 

144 A fin de facilitar la aplicacion de la fórmula general á otros 
innumerables casos que pueden: ocurrir análogos al que acabamos de 
proponer, se la suele dar otra forma deducida de las observaciones 
siguientes ; 

Segun lo expuesto ($$. 36 y 133) 
ee cun am : 
pS == n= 7 Ec; 
y de consiguiente la cacin general se flede transformar en esta 
otra: y 


mm 4 VO m(m— 19) as m 8 
A + —_—__—_—— xx —_ Y +0 
1 2 1.2 x i 


y habiendo conseguido por medio de esta id pared que sea co- 
mun á todos los términos del polinomio el factor aw”, se podrá es- 
cribir la fórmula de este modo: 


<A A CON a .m E (m—2) a* 


A Ve RL “e 1.2.3 as 
mim—D M2, a $ ) 
1.2.3-4 at 


| pa E 
sacando fuera de parentesis el factor comun x”. Para hacer ahora 
uso de esta fórmula es necesario primeramente formar la serie de 


los números representados por las expresiones 
am m— TL MÁ MAGO 


XA 
y , , 


1 2 3 
multiplicar inmediatamente el primero de estos números por la frac- 


JS e : 
cion — ; multiplicar despues el resultado por el segundo NÁMEVO , Y 
> 
. a y pa , 
era vez por la fraccion 5 ; despues este resultado por el tercer nú- 


. a . . 
mero y por la fraccion E así sucesivamente: reunir todos estos tér- 


minos ; o la unidad; y Altimamente multiplicarlo todo por 
al factor o 
En el exemplo (21? 54?) seria necesario escribir (ix) en 
TOMO 11, NN 
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3 
lugar de 4”, y — enel de —. Dexamos al lector el cargo de 


51? 
efectuar el cálculo, 

145 Aun para desenvolver las potencias de los poliñómios pue- 
de servirnos la misma fórmula que hemos hallado para las de los 
binomios, con tal que sepamos dar la forma de binomio 4 qualquier 
polinomio que se nos proponga. Tratemos, por exemplo, de des- 
envolver la tercera potencia del trinomio 4+b=+c; y con solo 
suponer que b+c=1, vendrá á sera +b+c=a-l, y de con- 
siguiente 

(a+ b+Hco) iZ (ar lia 30 + 304, 
Restituyendo ahora en lugar de / el pinoiñió b=+c,al qual re- 
presenta , tendrémos : 
(a+b+c)za +30 (bee) gabe c+ (bo); 
y ya entonces no faltará mas que desenvolver las potencias del bi- 
nomio ¿+ c, y efectuar con estas potencias las multiplicaciones in- 
dicadas en cada uno de los términos. Así tendrémos: 
Aga zabtYdi 
+ 34% + abc gb* 
+3ac* + 3b0? 
+, 

NL misma fórmula general que, como acabamos de hacer ver, 
nos puedo servir para desenvolver qualquier Potencia de qualquier 
binomio ó polinomio , quando el exponente »m de la potencia sea 
un número entero y positivo, es igualmente aplicable aun á4 los ca- 
sos en que m sea un quebrado propio ó impropio, ó qualquiera de 
las expresiones llamadas cantidades negativas. Esta. particularidad 
importante necesita demostracion; pero como por ahora no pueda 
sernos de utilidad alguna, la remitirémos al complemento del Algebra, 


De la extraccion de las raices de las cantidades 
complexas. 


146 Conociendo ya el modo de componer las po- 
tencias de las cantidades complexas, pasarémos á des- 
componerlas, ó lo que es lo mismo, 4 la extraccion de 
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sus raices, Sonieiaitdo a la raiz cúbica de los nú- 
meros. 

Para extraer la raiz cúbica de qualquier número es 
necesario ante todas cosas conocer los cubos de los nú- 
meros dígitos, y por esta razon los presentamos en la 
segunda línea de la tabla siguiente: 


Raic, cúbs.| 1 E s|6|7|8]|s9 
alle lalalala 


y siendo 1000 el cubo de 10, debemos inferir que 
mientras no. esté representado por mas de tres cifras un 
número , su. raiz cúbica no pps estar A > 
mas de una cifra. 
La formacion del cubo de un número citado 
por una combinacion de dos cifras, se efectúa de un 
modo análogo á á la del quadrado; porque descomponien- 
do el número propuesto en decenas y unidades; repre- 
sentando despues el número de las primeras pora y el de 
las segundas por b; y teniendo presente que ($. 34) 
(a+b)3= a+ 3ab+ 3 ab b3; 
infecisinios que el cubo ó la tercera potencia de lat 
quier número compuesto de decenas y de unidades consta 
de quatro partes, que son: 1.2 el cubo de las decenas: 
2.2 tres veces el quadrado de las decenas multiplicado 
por las unidades: 5.* tres veces las decenas multiplica- 
das por el quadrado de las unidades ; y últimamente 
42 el cubo de las unidades. 
Sea 47, por exemplo, el número o cuya tercera po» 
tencia nos propongamos hallar; y haciendo 4= 4 decé- 
nas, Ó 405 y b=7 unidades , tendrémos: 
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1. ai=6y000 
2 34 b=33000 
3% :3ab'= ¿880 
4%  bP= 343. 


Total....=103823=47x47x47. 
Para retroceder ahora del cubo 103823 á su raiz 
47, observarémos en primer lugar que 64000, cubo 
de las 4 decenas, no tiene. cifras significativas de un 
órden inferior 4 los millares; podemos pues, quando 
busquemos el cubo de las decenas, desentendernos de 
las centenas, de las decenas y de las unidades del nú- 


mero 103823. En este supuesto, disponiendo la ope- 


racion á semejanza de lo que hemos practicado ($. 9 1) 
para la extraccion de la raiz quadrada, separarémos con 
una coma las tres primeras cifras dela derecha; y el 
mayor cubo contenido en el número 103 representado 
por:las restantes, será el de las decenas. En la tabla an» 
terior verémos que este cubo es 64, cuya raiz es 43 
pondrémos pues 4 en el sitio destinado para la raiz ; res- 
tarémos despues 64 de 1035 y al lado del residno 39 
baxarémos las tres últimas cifras. El residuo total 39823 
deberá' contener aun las tres partes que segun la fórmu-., 
la faltan para completar el cubo de qualquier binomio, 
á saber: tres veces el quadrado de las decenas multipli- 
cado por las unidades, 6 3a*b; tres veces las decenas 
multiplicadas por el quadrado de las unidades, 6 34b", 
y el cubo de las:unidades ó. b*. Si supiésemos quál:era 
el yalor del producto 3a*b, conociendo ya como cono- 
cemos las decenas a, obtendríamos las unidades hb, divi- 
diendo aquel producto por 3a*. Pero aunque en reali- 
dad no conocemos el valor de 34*b, sabemos sin em- 
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bargo que este producto no debe tener cifra alguna sig- 
nificativa de un órden inferior á las centenas, puesto 
que contiene el factor 4? que expresa el quadrado de las 
decenas; no puede por consiguiente hallarse sino enla 
parte 398 que queda del número 39823. despues de 
haber separado de él las decenas y las unidades; parte 
que contiene ademas las centenas procedentes del triple 


producto 34b* de las decenas por el quadrado de las 


unidades y del cubo b3 de las unidades. : 
Dividiendo 398 por 48 6 por. 3x 16,que en el 
exemplo propuesto viene á ser el triple del quadrado 
de las decenas 34*, hallarémos por quociente 8. Pero 
no por eso hemos de. creer que son 8 las unidades que 
buscamos de la raiz, sin executar previamente la, com- 


probacion, formando con este número las partes del cu- 


bo que deben estar contenidas en el residuo 39823, y 
viendo si la suma de aquellas tres partes se puede res-. 
tar de este residuo. Suponiendo pues que sea b=3, será: 


34 4b=38400 
gab?= 7680 
bi=. $512 


comuresph - total... 465925 pa: 
y como este resultado no pueda restarse de 39823, in- 
ferirémos que el número de las unidades de la raiz de- 


be ser menor que 8. Así que supondrémos que sea 75 


y executando con este número. las mismas operaciones ' 


que con el 8; y siendo exáctamente igual 4. 39823 la 
suma de las tres partes; restándolas del residuo. que nos 
ha quedado del número propuesto , no queda nada; y 
así vendrémos en conocimiento de que 47 €s la raiz cú- 
bica que buscamos. j 
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En vez de la comprobacion que acabamos de-exé- 
cutar para ver quál de los números 8 y 7 era el de las 
unidades de la raiz, suelen algunos elevar inmediata- 
mente al cubo el número representado por las dos cifras 
que suponemos halladas, y comparar este cubo con to- 
do el: número: propuesto. Por este: método hallaríamos 
que el cubo de 48, Ólo que es lo mismo, 

| La 48<48x48=110592; | 
y siendo este número mayor que el propuesto 103823 
echaríamos. de ver, como antes, que debe ser menor 
que 8 el número de las unidades de la raiz, 

147 Lo que hemos executado en el exemplo an- 
terior, puede servirnos de norma para extraer la raiz cú- 
bica de todos los números representados por mas de tres 
y menos de siete cifras. En todos ellos, despues de 'ha- 
ber separado las tres primeras cifras dela derecha, bus- 
carémos el mayor cubo contenido en el número 'repre- 
sentado por las restantes de la izquierda: pondrémos'su 
raiz en el sitio destinado para ella; y el cubo lo resta- 
rémos de aquella primera parte del número propuesto; 
á larderecha del residuo escribirémos las tres últimas 
cifras; separarémos las dos de la derecha, y al número 
representado por todas las +restantes lo considerarémos 
como un dividendo; el divisor será: el triple del qua- 
drado de la parte que suponemos hallada ¡de la ralz; 
efectuarémos la division; y antes de escribir el quocien- 
te á la derecha de la primera parte de la raiz, formaré- 
mos las tres últimas partidas del cubo de:un binomio, y 
verémos si la suma de ellas se puede restar de todo lo 
que haya quedado del número propuesto despues de 
haberle quitado el cubo de la primera parte de la raiz; 
ó clevarémos al cubo el número representado por la ci- 
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fra hallada de la raiz y la del quociente; y verémos si 
este cubo se puede restar de todo el número propuesto. 
Si no pudiere efectuarse. la una ó la. otra sustraccion, 
vendrémos en conocimiento de que hemos dado al quo- 
ciente mayor valor del que debíamos; le quitarémos pues 
una unidad; repetirémos la comprobacion, y así sucesi- 
vamente hasta que hallemos:un resultado,con el. qual se 
pueda efectuar la sustraccion, Efectuada que sea) simo 
quedase residuo alguno, será, esto señal de que el nú- 
mero propuesto es un cubo perfecto, y de que su raiz 
cíibica exácta es el número representado por la combi- 
nacion de las dos cifras que ya suponemos halladas; pe- 
ro si hubiese quedado algun residuo, el número que 
habrémos hallado no será la raiz exácta del propuesto, 
sino la del mayor cubo contenido en él. En este último 
caso suele á veces ser tan considerable el residuo, qne 
nos infunde rezelos de que acaso habrémos dado á:la se- 
gunda parte de la raiz menos valor del que debiéra mos. 

Para salir de esta duda tendrémos presente que el 
cubo de 4+b, quando b=1, es lo mismo que el de 
a-+1, y tiene por expresion 

a=3a+34>+1; 
cantidad que excede á a? cubo de a, en 
34 +34+1. 

Esto nos da 4 conocer que por-crecido que .séa: el 
residuo , mientras sea menor que tres veces el quadrado 
de la raiz hallada, mas tres veces esta misma raiz, mas 
la unidad , no habrá que añadir ninguna unidad á la 
segunda parte de.la raiz, 

148 Para extraer la raiz cúbica de 105823817, 


observarémos en primer lugar que, sea qual fuere el 


7. . . 
número de cifras con que se haya de representar la raJz, 
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podemos considerarla como compuesta de unidades y 
decenas; y sabiendo, como sabemos, que al cubo de es- 
tas no pueden pertenecer las tres últimas cifras de la de- 
recha, es consiguiente que deberá hallarse en 105823, 
Pero el cubo mayor contenido en 10823 tendrá en su 
raiz mas de un guarismo, y podrá por consiguiente des- 
componerse en unidades y decenas; y no baxando de mi- 
lar el cubo de' estas decenas, no podrán ser parte de él 
las tres últimas cifras 823. Si despues de la separacion 
de estas quedasen aun mas de tres cifras á la izquierda, 


se volverá 4 repetir el mismo razonamiento, y se llega-. 


rá:de esta manera á señalar el sitio del cubo de las uni- 
dades del órden mas elevado de la raiz que se busca, 
dividiendo las cifras con que esté representado el núme- 
ro propuesto , en trozos Ó secciones de á tres guarismos, 
procediendo de derecha á izquierda; bien entendido que 
la última seccion podrá contener menos de tres cifras. 
Esto supuesto, buscarémos por el método prescrito 
en el párrafo precedente la raiz cúbica del número re- 
presentado por las dos primeras secciones dé la izquier- 


da, y hallarémos que el 105,823,817 | 473 


resultado es 47; restaré- a 
6 8 

mos el cubo de este nú- 4 4 

mero del representado por 418,23 6627 

las dos primeras secciones, 103823 ' | | 


y 4 la derecha del residuo 20008,17 
2000 baxarémos la sec= 1058238 17 
cion siguiente 817; y el 
número 2000817 deberá  oo00000 00 

contener las tres últimas partes del cubo de un número 
cuyas decenas son 47 , y cuyas unidades buscamos; ha- 
llarémos pues estas unidades imitando lo que hemos 
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practicado en el exemplo anterior, es decir, separando 
las dos últimas cifras 17 de hácia la derecha; y divi- 
diendo 20008 que queda á la izquierda por 6627, tri- 
ple del quadrado de 47, nos resultará de esta division 
el quociente 3; y elevando al cubo el número 473, se 
hallará por resultado el mismo número propuesto; por 
manera que efectuando la sustraccion no quedará resl- 
duo alguno, y esto nos hará ver que el número pro- 
puesto es un cubo perígsio y que su raiz cúbica exácta 
es 473- | 
La can de lo que re practicado en este 
exemplo puede servir de regla general; pues sí el nú- 
mero propuesto hubiese tenido alguna otra seccion de 
cifras, se hubiera hecho «con ella lo mismo que hemos 
executado con la tercera, y así podríamos «continuar 
quanto fuese necesario la Dperfcion: debiendo tener en- 
tendido que si alguno de los números que en estas ope- 
raciones parciales nos sirven de dividendos fuese menor 
que su respectivo divisor, deberémos poner un cero á 
la derecha de las cifras que hayamos hallado de la raiz; 
y hecho esto, baxarémos la siguiente seccion de cifras; 
separarémos las dos de la derecha; pondrémos dos ce» 


ros á continuacion del divisor anterior; y efectuada la 


division-se practicará con el quociente lo mismo que con 
los anteriores. | 

149 Una vez que se obtiene el ile de una feas 
cion multiplicándola por su quadrado, ó lo que es lo mis- 
mo elevando al cubo su numerador y su denominador , es 
consiguiente que por la. inversa se vnelva á obtener la 
raiz cúbica de qualquier fraccion extrayendo la del ny- 
merador y la del denominador. Si, por exemplo, elevan- 


do al cubo el numerador y el dheráibador de la frac- 
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cion 3: hallamos que el cibo:de:élla es 225, por la inver- 

sa extrayendo la raizocúbica del: numerador y del deno- 

minador hallarémos que la raiz cúbica de 3% es £; por» 
que la de 12% es $, y la de 216:es 6. q 

52. “Estaregla es general, y la mejor que puede seguirse 
siempre que se;sepa que son cubos perfectos el numerador 
y el denominador pero quando ninguno de: los dos tér» 
minos sea'cubo perfecto, será muy conveniente hacerque 
uno-de ellos lo sea:, multiplicando ambos. términos por el 
quadrado de qualquiera de ellos. Por lo comun se prefiere 
en tal:caso el: multiplicar los dos términos de:la fraccion 
propuesta por el quadrado de su denominador 3 porque 
en el denominador que resulta de esta operacion se ha- 
lla el 'cubo del denominador primitivo; y solo falta:ex= 
traer la: raiz del numerador ,.y: dividirla por:el primitivo 
denominador:: Si nos:propusiésemos ; por: exemplo, ex- 
traer la raiz cúbica de £, multiplicaríamos los dos térmi- 
nos: de esta fraccion por 25 yquadrado del denominador, 


A 


EOS 1 0 20 , Pi oy ¿2 A SID 
EE la fraccion equivalente. 75 Ahora, 
gi RL SOBRE ELREa de HN EA : dui 


-SXBXB 


la:raiz cúbica del nuevo denominador-es“g 3 y por lo to 


cante 4 la del numerador 7 5 , solo sabemos que es ma- 
yor que 4*y:menor-que $. Si. nos atenemos al 4 ten: 
drémos que la raiz cúbica de 2 es 2,'no-exáctamente, pe- 
ro sin faltarle para ser exácta un quinto de-la unidad. 
Para: que resulté con mayor aproximacion será necesario 
aproximar mas 4 la exáctitud Ja raiz cúbica de 75 pot 
los medios que darémos á conocer dentro de poco. 


«Quando el denominador sea desde lnego un qua-= 


drado perfecto, serássuficiente' multiplicar los dos térmi- 
nos de la fraccion por la raiz quadrada del denominador. 
Así para hallar la raiz cúbica de 3, multiplicarémos los 
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dos; términos; PAS 3, raiz ad de 9,'y resultará la 


“fraccion “equivalente - 


CUM 


Y 20 
il . Extrayendo ea la" raiz 


doltsoiguakde contenido. en 1-2, nos resultará;que la 
ralz buscada: es 2 sin-faltarle, para ser exácta; ni un ter- 
cio siquiera de E unidad. 

Aun quando no sea quadrádo el denómiñador de la 
«fraccion propuesta, se:la puede á veces transformar; en 
sotra equivalente. cuyo: denominador. sea cubo.; sin,nece- 
sidad «de multiplicar Jos.dos términos por, el. quadrado 
-del- denominador primitivo. -Si nos propusiéramos extraer 
la raiz cúbica de ad solo doblar los dos términos 
tendríamos pad equivalente el 


aa bh o 


dl 
A -deno- 
CARGA ¿a O 


minador es ya un cubo perfecto ,' y de consiguiente se 
la podrá aplicar la misma regla que á las anteriores. 

150 ¿De lo demostrado.($..97), se sigue que la 
raiz cúbica:de todo número: que no:seá un: cubo perfec- 
to,.no.puede ser expresada exáctamente por fraccion al- 
guna, por grande que sea-el denominador de esta frac- 
cion: es pues una cantidad irracional, pero de una espe- 
cie diferénte de la raiz quadrada de,un- número queno 
sea quadrado; de manera que:es absolutamente Imposi- 
ble designar alguna ralz quadrada incomensurable que 
sea igual á otra raiz cúbica de un número que no sea 
cubo perfecto *. 
haxi iS. AS que bno sea un cubo fs: nia on 'guadra 


do perfecto, pudiera ser Vb: ¿=Va , Seria b= Va, y ==, 4» 


Seria pues comensurable VE contra lo supuesto. 
Los principios en que se funda esta demostracion, se hallan en los 


SS. 164 y sig. 


- —q 


'H 
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11 Siguiendo un método análogo al que expusi- 


_mos ($. 103) para aproximar la raiz quadrada, podría- 


mos igualmente aproximar la raiz cúbica de los núme- 


“ros que no la tienen exácta, valiéndonos para: ello: de 


las fracciones ordinarias; y sl no nos detenemos 4 manifes- 


, , N= a ) 
tar los fundamentos de la fórmula b == A que nos 


uede servir de norma para esta aproximacion, es porque 
ya no debe ser dificultoso el hallarla, y sobre todo porque 
noes nada cómodo este» medio-de aproximar la raiz. 
En caso de querer hacer uso de las fracciones ordi- 
parias para esta aproximacion , lo mejor es proponernos 
expresar la raiz en partes de una denominacion deter- 


minada, y 4 conseqiiencia transformar el número pro- 


puesto en una fraccion equivalente cuyo denominador 
sea'el cubo del que la raiz deba tener. Si, por exemplo, 
nos propusiéremos extraer la raiz cúbica de 2.2 expresa- 
da en quintos, ó de modo que no la falte para ser exác- 


-ta 5 de la unidad, transformarémos el número propues- 
«to en la fraccion equivalente 2252, cuyo denominador €s 


el cubo de $; y como el número entero que mas se 


“aproxima á la raiz exácta de 2750 €s 1 4, inferirémos 


¿que 32 Ó 2 «es la raiz cúbica de 22, aproximada de 
modo que no la falta para ser exácta ; de la unidad. 
152 Elmétodo que por mas cómodo es el mas 
usado para aproximar quanto se quiera á la exáctitud 
la raiz cúbica de un número que no sea cubo perfecto, 
consiste en convertir este número en fraccion decimal; 
bien que teniendo presente que es necesario transfor- 
marlo en milésimas para que en la raiz resulten déci- 
mas; en millonésimas para que en la raiz resulten centé- 
simas; en milmillonésimas para que en la raiz haya mi- 
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Jésimas 8cc.3 porque por la inversa el cubo de qualquier. 
número de décimas es un número de milésimas; el cubo 
de qualquier número de centésimas es un número de 
millonésimas; y en general el número de las. cifras deci- 
males del enbo es triple del de la raiz. De. esto se infie- 


“ye que se deben poner á la derecha de las cifras con que 


esté representado el número propuesto tres veces tantos 
ceros quantas hayan de ser las decimales que se quieran 


«sacar en la «raiz. Despues se efectuará por la regla ex- 
«puesta ($. 148) la extraccion de la raiz del número re- 


presentado por la nueva combinacion de cifras, y en el 
resultado se separará el número que se haya pedido de 


-cifras decimales. | 


“Si quisiéremos, por exemplo, extraer la: raiz cúbica 
de 327, aproximada de modó que no-la falte para la 
exáctitud una centésima, escribirémos seis ceros á con= 
tinuacion de aquellas tres cifras, y extraerémos. por: la 


regla dada la raiz de 327000000. He aquíla operacion: 


327,000,000 688 
216 


1o8S 
-IIIO,O0O sei 13872 
3144.32 1 


125. 680,00 ' 


3256 60672. Ea => 
13 39328 


Se separan despues dos. cifras decimales en el resul- 
tado, y será 6,88 la raiz aproximada que buscábamos; 
pero seria aun mas aproximada 6,89; porque aunque el 
cubo de este número €s Mayor que 327, se le aproxi- 
ma mas que el de 6,88... | pa 
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19101 Sivel «número propuesto: tuviere ya decimales , de- 
«berémos «poner 4:su derecha, antes de comenzar la ex- 
“traccion y tantos” ceros quantos sean necesarios para que 
-el número :de 'cifras decimales sea: múltiplo de:-3. Si 
-pof exemplo-hos propusiéremos extraer la raiz cúbica de 


e it a y PRE Í . . 
0/07, escribirémos 0,070, y sacando la raiz de 70 mi- 


lésimas hallarémos 0,45 y si desde luego nos hubiése- 
“mos propuesto llevar la aproximacion hasta las' centési- 
-tífas, Iubiéramios puesto tres ceros mas., con lo qual: ha» 
-biíamos tenido '0,0700003 y siendo 41 el número en- 
tero que 'massé aproxima 4 la raiz de 70000, será:0,4:H 
“la de 0,07 con “diferencia de menos de una centésima. 

153 Despues de haber expuesto los medios de ex- 
tfraer lasraiz quadrada y la raizo cúbica de los números, 
:podrémos fácilmente deducir de: la fórmula:del binomio 
-m método análogo: para obtener la raiz de qualquier 
«grado ; pero:antes de exponer este método, harémos al- 


“gunas: observaciones acerca de: la:extraccion delas ral- 


ces, cuyo exponente es un número compuesto de dos 
ó mas factores, Dare 

La raiz quarta, por exemplo, se puede extraer por 
medio de dos extracciones sucesivas de raices quadra- 
das; porque tomando primeramente la raiz quadrada de 
toda quarta potencia a*, venimos á parar al quadrado 
a”; y extrayendo de nuevo la: raiz quadrada de aquel 
primer resultado, tendrémos 4, que es justamente la 
raiz quarta de la cantidad primitiva a*. 
2 La extraccion"de la raiz octava de qualquier nú- 
mero se podráveféctuar por: medió de tres extracciones 
sucesivas de raices” quadradas , porque representando, 
como nos es permitido, por a? el número propuesto, es 
fácil yer que la raiz quadrada de a*-es a*;'que la de 
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a estar, y que últimamente ladera? es q cos” 

"Del mismo" modo' se puede: hacer ver qu “toda 
raiz de un grado indicado por alguno de los números 
16, 32, 64 éc.,, yen general por, alguna. potencia 
de 2, se, puede obtener. por, medio : de Una serie. de. eX- 
tracciones de. raices quadradas. Igualmente la extrac» 
ción de qualquiera raiz de un grado indicado -por-al- 
guna potencia de 3.como 9,27, 81 .8c.:, se podrá 
efectuar extrayendo * sucesivamente. dos Ó/mas raices 
cúbicas, e A RIA 

Las raices ER sean números sompues: 
tos de potencias de 2 y de 3 se podrán reducir 4 raices 
quadradas y cúbicas; y en general, toda raiz cuyo ex- 
ponente sea.un número compuesto dedos ó-mas factores, 
podrá convertirse en dos ó mas taices, cuyos''exponen- 
tes sean estos factores. Obtendrémos, por exemplo, la 
ralz sexta, , extrayendo primero la raiz -quadrada del 
número propuesto, yen seguida la raiz cúbica de aque- 
Ma: raiz quadrada, Ó vice versa. Para CONVEncernos de 
esto bastará hacernos cargo de que, executando estas ope: 
raciones con al, que puede representar qualquier nú- 
mero propuesto, hallamos primeramente a, y despues 
a; ó hallamos primeramente a, y despues: 4. Esto nos 
hace ver que es indiferente el” órder con que debemos 
extraer las dos raices, en que se resuelve la sextá que 
nos proponíamos extraer. : 
“154 Pasemos ahora 4 manifestar cómo se > pueda deducir de. ie 
fórmula del binomio una regla general para extraer una raiz de qual» 
quier grado; y para hacerlo mas perceptible : supongamos que haya- 
mos de extraer la raiz quinta de algun número. El razonamiento 
que vamos á hacer para resolver esta question particular, cotejado 
con el que nos ha dirigido en la extraccion de las raices quadrada y 
cúbica, nos dará 4 conocer el modo de generalizarlo. 
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para manifestar cómo:se deberá extraer la de qualquier grado» 
Ya. que hemos hallado ESu, 143) la sexta potencia de 204—ga?; 

propongámonos hallar la raiz sexta del polinomio que allí hemos 

deseado, y dispongamos la ApRración del modo siguiente; 


641 "9604 1'+ 60004 x'* — 200004%? : 
3 
4375004 *x 875009 e 20 —¿a? 
Tio 1 9 la copa! ri? e) " +156250'* : EQAÑA 
pm 


Residuo....... —9604?1'* + Kc. 

Despues de haber ordenado con respecto 4 la + los términos 
del polinomio propuesto, debemos estar ciertos de que su primer 
término es la sexta potencia del primer términode la raiz AR 
del mismo modo; tomando por consiguiente la raiz sexta de 641 "*, 
Dd la regla del $. 129, tendrémos 2.13. Elevando este rósultado 

á la sexta potencia, y restandola de la cantidad propuesta, el resi- 
duo debe comenzar precisamente por el segundo término del poli- 
nomio equivalente á la sexta potencia de los dos primeros términos 
de la raiz. Ahora, en la expresion CAI TS 8tc. 
el segundo término es el producto de seis veces la quinta potencia 
del primer término de la raiz por el OS ; y de consiguiente di- 
vidiéndolo por e el quociente será el segundo término hb de la 
raiz. 7 


Es preciso pues formar el producto igual 4 seis veces la ba 


potencia del primer término 2%? de la raiz; lo qual dará 6x325'5 
ó 192215; y dividiendo por esta cantidad el término —960a3a"5, 
con el qual comienza el residuo de la sustraccion precedente, el 
quociente—g a? será el segundo término de la raiz. Para comprobarlo 
elevaremos á la sexta potencia el binomio 221 —ga?; y siendo el 
resultado enteramente igual 4 la cantidad propuesta, restándolo de 
ella no quedará residuo alguno; y esto nos hará ver que la opera- 
cion está concluida. 

Si aun despues de esta segunda aistacción hubiesen quedado al. 
gunos otros términos, vendríamos en “conocimiento de que la raiz 
deberia tener algun otro ; y para hallarlo executaríamos la' misma se- 
rie de operaciones que para determinar el segundo; €s decir, el 
primer término del segundo residuo representado generalmente por 
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64*b lo dividiríamos por 6 (24 —ga*)*; el quociente seria el tercer 
término de la raiz; y se le comprobaria formando la sexta potencia 
del trinomio que'suponemos hallado, y restándola de la cantidad 
propuesta. Del mismo modo procederíamos para hallar todos los de- 
mas términos que pudiera tener la: raiz, guplguicaa que fuese el nú- 


mero de ellos. 

Como el exponente 6 de la raiz sexta.es producto de E: expo=. 
nentes 2 y 3 de las raices quadrada y cúbica, pudimos haber extrai- 
do del polinomio propuesto la raiz. quadrada, y, en seguida la raiz 
cúbica de ella, Ó al contrario. Los principiantes deberán efectuar 


estas Operaciones para familiarizarse con ellas, y para tener en la - 
identidad del resultado final una mutua comprobacion de todas. 


De las equaciones de dos solos términos. 


a : 156 Toda: equacion que solo contiene una poten- 
cia de la i incógnita, combinada con cantidades conoci- 
das, puede siempre reducirse á dos solos términos, uno 
de los quales sea el conjunto de todos los que contienen 
la incógnita , siendo el otro. el conjunto de las cantidades 
conocidas. Ya hemos visto ($. 1og ) tratando de las 
equaciones del segundo grado, un exemplo de esta re- 
duccion, y es fácil hacerse cargo de cómo deberá execu- 


tarse en las de qualquiera otro grado. 
Si se nos propone, por exemplo, la equacion a4*x5— 
as P=bt3+ aca5; pasando todos los. términos en que se 


halle x 4 un solo miembro, tendrémos: a 295 — arxó = 

bi+ab*;ó (ar—ac) 25=b*3+ ash?. Si representa- 
mos ahora por y al binomio a*—ac, y por g al bino- 
mio Hi - asp”, se transformará la ¿Equacion. anterior en 
estotra pz 45 y despejando la Cantidad x tendrémos 


x5= o de donde concluirémos que q Y Lo 


En general, dando, como siempre es posible, 4 toda 
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equacion de dos términos la forma de pa=4, siempre 
se podrá deducir 1 =*; y por último, extrayendo la raiz 


m 


— 


del grado m de ambos miembros y 'resultará x= VW. 2 


eos 


157 Debemos advertir que si el exponente m fue- 
re un número impar, la.raiz no tendrá mas de un solo 
signo, el qual será el de la cantidad que esté debaxo 
del radical ($. 131); pero si fuere número par, la raiz 
tendrá el doble signo =; y si ademas fuere "negativa la 
cantidad representada por £, la raiz será imaginaria, y 
nos dará 4 conocer, lo mismo que las de segundo grado, 
que es absurda la qiiestion de donde haya dimanado. He 
aquí algunos exemplos. : 

"De la equación 4%== 1024 se deduce que 2= 


as. 


y : 
Y — 1024=—43 porque el exponente $ es impar. 


De la equacion 2*= 625 se infiere que 1== 


Voz 5 =>=>5 5 porque es par el exponente 4. 


Ultimamente, la equacion u== 16, de la qual se 
Ñ a i os 
infiere que r==+H Y —16, nos conduce 4 expresiones ima- 


ginarias, porque siendo par el exponente 4, es negativa 
la cantidad que se halla debaxo del radical. | 
158 Antes de pasar mas adelante harémos una ob- 
servacion muy importante así para lo que resta de este 
tratado , como para su complemento, y que ademas me- 
fece por sí misma la mayor “atencion; y es que todas las 
expresiones 14,1% —a*, 1—a?, y en general 12”—=g” 
(siendo mun número qualquiera entero y positivo) son 


exáctamente divisibles por -—4. La proposicion es evi- 
dente por lo que respecta 4 la primera: expresion pro- 
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puesta; por lo que hace: 4 la segunda ¡sabemos ($. 34) 
que 12—a*= (ua) (aa); y por medio de la division 
seria fácil descomponer. todas las demas. En:efecto , di- 
vidiendo la:expresion general a” —a” por x—a,. resultará 
por quociente 1” 7 %-- ax”? ata” 7 3+:8c: en cuyos 
términos irá disminuyendo siempre el exponente de x una 
unidad , y aumentando otro tanto el de 4, hasta llegará un 
término en el qual el exponente-de-a sea igual 4 m—:13 
pues entonces se terminará la operacion sin:quedar residuo 
alguno final. En prueba de-esto suponidrémos que;sea,- 


MA a 77 


A AR o 
2 —«a 
47721 +4”7% y multiplicando -el segundo. miembro 
por x= — a, tendremos: onbauos sl sb 1031 
asar? "aii aa Ta E : 
=a Tm ar? a tara” tra”; 
donde.se ve que todos los términos de la primera línea, 
excepto el primero, son respectivamente iguales 4:los de 
la segunda excepto'el último; y como los de la primera 
sean'todos aditivos, y los de la segunda sustractivos, el 
conjunto de unos y otros, ó lo que es lo mismo, el pro- 
ducto total viene á reducirse á solo el binomio 4” —a”, 
es decir, al dividendo propuesto. 193 ' 
- > En efecto, 4. continuacion del término a*%x”—* ha 
de estar precisamente en la línea superior el término 
ax”73, que queda destruido por:su correspondiente en 
la inferior; y del mismo modo enla línea inferior se ha de 
hallar antes del término —a” 7? 2? un término a” 7 3x3 
que destruye á su correspondiente en la superior. Si es- 
tos términos no estan expresamente escritos en la línea en 
que cada uno de ellos debe estar, es porque despues de 


estar bien manifiesta la ley que mnos y otros siguen, es 
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fácil imaginarse que estan indicados por los puntos sus- 
pensivos. 

159. La Aerolcias que acabamos de hacer nos 
conduce: 4 conseqiiencias muy Importantes, relativas. 4 la 
equacion general de dos términos x”=2. Representando 
por a el número que hallaríamos extrayendo de $ la raiz 
del grado m,-vendrá 4 ser £=a”; y la equacion primi- 
tiva se transformará en 2”=4a", Ó en 14”—a4"=0, 

Ahora bien, ya sabemos que el binomio x”—a” es 
exáctamente divisible por: 4; por: manera que supo- 
niendo efectuada esta division podrémos sustituir en lu- 
ga de 2”—a” el producto se tiepis: 

(rada ea ata a” TO; 

en lugar de la equacion fundamental x”— a”.—o0 la 
equivalente (14) (277 %4+4x”7?.,+a”7 "42" D=o. 
Siendo cero el segundo miembro de esta equacion, re- 
solverla no es otra cosa que determinar el valor ó yalo- 
res que sustituidos en lugar de la w, reduzcan á. cero 


todo el primer miembro. Y como para que un producto 


sea cero basta que lo sea qualquiera de:sus factores, es 
consiguiente que si ademas del valor 4 que reduce á 
cero el primer factor , existiesen algunos otros valores que 
reduzcan á cero el segundo factor, estos miismos Valores 
satisfarán 4 la" equacion propuesta. Para hacer ver que 
estos valores existen efectivamente, y que tienen,con 


la unidad relaciones muy sencillas, hagamos que la equa- 


cion propuesta se transforme en otra Cuyo término .cono- 
cido sea la misma unidad. Esto-lo conseguirémos hacien» 
do 1=ay; y sustituyendo a”y” en lugar de x”, la equa» 
cion propuesta se convertirá en a”y”.—a”=0y Ó )”"—1=0, 
Por manera que en habiendo determinado los valores 
de y que satisfagan á esta última equacion, con solo mul- 


> de 
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tiplicarlos por 4, tendrémos todos los valores de x que 
PC O A 

La equacion y” —'1=0 da inmediatamente y”=1; 
MIE 


y Y 1= 15 y supuesto que y”—=1 equivale 4 


AA obs ad NI 
la equacion y” —1=0 vendrá 4 ser: 
=D (yt A y yt) =0 
la qual nos da 4 conocer que todos los: valores que re- 
duzcan á cero el segundo factor del primer miembro, 
satisfarán 4 la equacion propuesta lo mismo que el que 
inmediatamente hemos hallado ; y todos por consiguien: 
te tienen la propiedad de que su potencia del grado m 
sea igual á la unidad. 0 
De esto se infiere una consegiiencia muy singular á 
primera vista, y es que la unidad puede tener muchas 
raices de un mismo grado ademas de ella misma. Es ver. 
dad que estas otras raices son unos meros símbolos llama= 
dos raíces negativas ó imaginarias ; pero siendo de un 
freqúente uso en el analisis, convendrá darlas á conocer 
por lo menos en el supuesto de que el exponente im sea 
2:6-3 Ó 4, que son los únicos casos en que por lo ex- 

uesto hasta ahora podemos determinarlas. | 
En efecto, si fuere m=2, tendrémos A 
de aquí deducirémos y==+ 1; y=—1. 
- «Haciendo m=3, resulta y$3=1I=0; y siendo 
P=1=()-1)(+y+1), la equacion propuesta 
vendrá á ser(y—1)(+J)+1)=0. 

«Suponiendo igual á-cero el primer factor, se dedu- 
Se J= 13 pero si SUpOnemos y?+y-+ 1=0, resolvien: 
— 143 

2 


do esta última equacion, tendrémos y = 5 


rán indicadas por estas expresiones: y =13/= 
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Ak 


ET z busilais 
ES 123, y así los tres valores de y, ó lo, que 
es lo mismo, las tres raices cúbicas de la unidad 'esta- 
— ] — Y —3 
AS 

2 


Mick a e + CE 

A ; r4,* . ». 

Y 173, Aunque estas dos últimas son imagl- 
2 . . 1H al ' ' 

narias , efectuando con ellas las operaciones que se: prac- 

tican para elevar-al cubo los símbolos de las verdaderas 


cantidades , resultará y3= 1) lo mismo que si se hubie- 


sen executado las mismas operaciones con el primer va: 
lorigano 0d sóbol ya psi: ber 

Haciendo m=4 la equacion propuesta vendrá á 
ser y*—1=0, Ó la equivalente ( y De y + + 1)=0. 
Suponiendo igual á cero el primer factor, resulta y=1; 
pero suponiendo que: sea 9 +)?+Jy+1I=0, nO Se ve 
desde luego cómo se podrá. resolver: esta equacion, por 
ser de tercer grado; pero si echamos de ver que ($. 34) 
y -—1i=(9 += (7-1 ), nos será fácil inferir que pa- 
ra satisfacer á la equacion )*—1=0 'podrémos suponer 
sucesivamente: y —1=03 +I=05 de las quales se 
deducen los quatro valores siguientes: y == 15 /==15 


y=>+ Y—isy=-_ Y — 1. De estos quatro valores solo 


dos son reales, y los otros: dos imaginarios; peto em:to- 
dos quatro se verifica la propiedad de que elevados á 
la quarta potencia dan por resultado la unidad, «y así 
tenemos las quatro raices quartas de la unidad. - 

Este gran número de raices de la unidades proce- 
dente de una ley general de las equaciones, segun la 
qual una incógnita debe tener tantos valores como uni- 
dades haya en el mas alto exponente que ella tenga en 
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la equacion de que nos valgamos para determinarla, ó 
lo que es lo mismo, en el exponente que designa el 
grado de la equacion; y quando la qiiestion no admite 
tantas soluciones reales, se completa el nímero de los 
valores de la incógnita con símbolos puramente alge- 
bráicos , que sometidos á las operaciones indicadas en la 
equacion producen el resultado que ella requiere: por 
manera que todos estos valores satisfacen á la equacion, 
aunque no satisfagan al problema. 

Si, como hemos propuesto, las tres equacioncs 
y=1=0;—1=0; —1=0, y deducido de ellas 
las dos raices quadradas, las tres raices cúbicas y las 
quatro raices quartas Ó quadro-quadradas de la unidad, 
nos hubiésemos propuesto las tres equaciones 1*—a*=0; 
2—a=05 at—at=o03 seria fácil deducir de la pri- 
mera de estas las dos raices quadradas de a*; de la se- 
gunda las tres raices cúbicas de a?; y de la tercera las 
quatro raices quartas de a*. En efecto , multiplicando 
por a las dos raices quadradas de la unidad , tendrémos 
las dos raices quadradas a y —a del número. conocido 
representado por 4%. Del mismo modo, multiplicando 
por a las tres raices cúbbicas de la unidad, resultarán 4; 

Aer zO)] ME es decir, las tres rai- 
ces cúbicas del número conocido representado por a?, 


Ultimamente, multiplicando por a las quatro raices 
quartas de la unidad, resultarán las quatro raices quar- 


tas 45 — 45 aV—t; —aV — 1 de la cantidad repre- 
sentada por a*. =4 
De aquí se sigue que las raices de los números 


tienen dos especies de expresiones ó valores; 4 la pri- 
TOMO II, QQ 
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mera especie, que llamarémos determinacion aritmeti 
ca, pertenece el: número que se halla por los métodos 
expuestos en el $. 154; elequal no es mas de uno en ca- 
da caso particular, y es el que en los tres casos prece- 
dentes hemos representado por 4. Á la segunda, que 
comprehende los valores negativos y. las expresiones 
imaginarias, la designarémos con el nombre de deter- 
minaciones algebráicas , porque deben su existencia á la 
aplicacion que se ha hecho de las reglas de-los signos 
del álgebra aun4 símbolos iu no representan can- 
A ¡ 


Delas equaciones. quese Pes nesolwer como las de 
¡Oh Dos ed did son 


160- El carácter sE estas equaciones consiste. en 
queno contienen mas de dos: distintas potencias: de la 
incógnita , y: quevel exponente de la: una es doble, del 


exponente de: la: otra. «Todas ellas; se pueden represen» 


tar iz la o fórmula generalis: 


24 


Y A E 


et 


en y qual estan designadas por p y 4, las: cantidades 


conocidas. 
“Mirando primeramente como incógnita la potencia 


2”, ó lo que viene á ser lo mismo, si hacemos 1” =4, 


vendrá á sera?” 5? ; yola fórmula general propuesta 
se transformará en, estotra: 1" +pu=q; de la qual se 


deduce ($. 109) =p EV q p?; y restituyen- 


do 1”.en lugar de 1, tendrémos: "== =pEV qee ps 
equacion de dos solos :términos,. Puesto que indicando 
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la expresion —:pEV q +2 p? operaciones que se han 
de executar con cantidades conocidas, y que ya sabe- 
mos efectuar, podemos mirar el resultado de ellas como 
una sola cantidad conocida. 

Representando por 4 y por al los dos valores de 


esta última cantidad, la fórmula 1" =-—:1 po qeip* 
se descompondrá en estotras dos: 2?%=a4; 2” —=a'; de 
las quales se deducen los dos siguientes valores de la 


incógnita : Va; y v= Ad bien que si el expo- 
nente-m fuére número «par, se deducirán no solo dos, 
sino quatro valores de la incógnita, porque en tal caso 
á cada uno de los dos radicales se le antepondrá el do- 
ble signo ==, y las dos últimas fórmulas se descompon- 
drán en estas quatro : | 


2 des My Li 
ais bd ANA Y sa=- Vd. 


Estos quatro valores serán todos reales siempre que 
sean positivas las cantidades representadas por a ya; 
serán todos imaginarios si fueren negativas las-mismas 
cantidades; Ó dos de ellos serán reales y los otros dos 
imaginarios, si la cantidad a fuese positiva y la al ne- 
gativa, Ó al contrario. 

Todos estos valores de la x Pheden comprehenderse 
en una sola fórmula , indicando inmediatamente la raiz 


a a 


de los dos miembros de la equacion ¿7=-—2 2 pE Y qeip% 


de la qual se deduce a TA pEV q 340 


La qiiestion siguiente Conduce á una equacion dé; 
esta especie, 
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161 Descomponer el número 6 en dos factores tar 
les que la suma de sus cubos sea 35. 
Si representamos por « uno de los factores desco- 


. HA) Und el 
nocidos, el otro será —; y siendo sus cubos 13 y ——, 
x v 


Ja equacion fundamental de la qiiestion será; 


ar 


de la qual se O estotras: 
+ 2163833; 
3506216. 
10) / Si ahora consideramos como incógnita 4 á a2?, obten- 
t drémos por la regla de las equaciones de segundo grado 


' 
d | BY (69216; 
UN . k 


> efectuando los cálculos numéricos indicados, hallarémos: 


qasrI225 0 f8sy2 MPAA. 
(”= E7 V (82) —216=VW 2 =2, y por con- 
A! - > Siguiente a? =*%=25 en donde se hallan reunidas las 
“ll dos siguientes expresiones: 11= HE +2==29;94= 
A - 2228; y de estas es fácil concluir que 


7 | 2 2 
nl y SJ — 5 Y 
4 1=V 27=3, y que z=V 8=2. 


A El primer valor de la x da £ó 2 para el segun- 
do factor, al paso que el segundo valor conduce á 44 
33. son pues en un caso 3 y 2 los factores que buscá- 
bamos, y en el otro 2 y 3. Estas dos soluciones solo 
| se diferencian en la mera inversion del órden de los fac- 
Ni tores del número dado 6. 
| 162 Como las equaciones que acabamos de consi- 
derar mo deben estar exéntas de la ley general de que 
hemos hablado ($. 159), deberémos multiplicar los va- 
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; ; PRISA e 
Jores aritméticos de Y a y Val por las m raices que 
la unidad debe tener en el grado m. 
Así que despues de haber determinado los valores 


aritméticos 3 y 2 equivalentes 4 4 los radicales Y 27 27y 


Y 8 que resultaron de la equacion 4%—3 52 16, 
multiplicarémos cada uno de ellos por las tres raices cú- 
bicas de la unidad, y tendrémos las seis raices siguientes: 


10d O TA Lo is m=:50295 
Boo. == 3x3; 4 ... a 
E AA ES AE 
gm só toa 3x9; 
2 2 


de las quales solo las dos primeras son reales y positi- 
vas, y las únicas que resuelven el problema. 


Del cálculo e las cantidades radicales, * 


163 El gran número de casos en que no se pue- 
den extraer exáctamente las raices, y lo penoso de la 
operacion que es necesario executar para obtenerlas con 
la aproximacion suficiente, han sido motivos para que 
los algebristas bayan procurado representar los resulta- 
dos de las operaciones que debieran executarse con las 
raices extraidas, sin detenerse a extraerlas préviamente 


, . . . . 
como á primera vista podria parecer necesario. De este 


+ Llímanse así las raices indicadas ú representadas por un signo 
radical antepuesto 4 la cantidad cuya raiz deba extraerse. Quando 
dos-ó mas signos radicales tienen un mismo exponente, y es una 
misma la cantidad que se halla debaxo de ellos, las raices indicadas 
se llaman cantidades radicales semejantes; pero en faltando qual- 
quiera de las dos condiciones, se las llama desemejantes. 
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modo difieren la extracción hasta el fin del cálculo, y 
no'la efectuan mientras no han simplificado quanto sea 
posible los resultados y así logran que la Operacion 
mas complicada y difícil no se deba executar sino con 
los números mas pequeños ó con las expresiones mas 
sencillas que las qiiestiones propuestas permitan. 
La adicion y la sustracción de las cantidades radi. 
cales desemejantes “solo se pueden indicar E por los sig» 
nos + y—. Por exemplo, las sumas representadas por 


A AS o ea ; , 
los binomios Y arVa, Y a+ Vds, y las diferencias 

l | A 
Ó residuos representados por Va=v Ve iD 
no pueden admitir otra expresion mas sencilla, á lo me- 
nos mientras los símbolos algebráicos permanezcan en 


toda la indeterminacion que les es propia; pero no su- 
A E 31 Cc 3PE 
cede así con 44 V ab + V164%b— EV 24%, por- 
que los radicales-que componen este trinomio pueden 
hacerse semejantes por medio de la simplificacion indi- 
cada en el $. 130. En efecto, V 164%) equivale 4 
Ya ITESM ar JA 
V8ax2b,64V88xVab, ó 4:20 2b;:el 
el sr o S/ TETERA 258B/TiELi8TE 
tercer radical Y 2% equivale 4 W¿xa2b=V av 2) 
=4* V 2b3 y por consiguiente: el trinomio ¡propuesto 
se transformará en ? 


3 — — 2 q 
44 Vab+ 22 Y a Y 2b;, 


A ate — A 
Ó en (44+ 20 2b=(6ai2) 2b= 


(6d=50)2V ab, 


¿CDE ALGEBRA. 311 

164: Por lo que respecta 4 las demas operaciones 
estriba el cálculo de los radicales sobre este principio ya 
citado: Elevar duna misma potencia los diferentes 
factores de un producto equivale á. elevar el producto - 
á la misma potencia. Se debe ademas tener presente 
que la mera supresion del signo radical equivale á elg- 
var la raiz que con él estaba indicada, d la potencia 
del mismo grado que la raiz. Si, por exemplo, en vez 


Y A A e A 
de Y a escribimos. solo a suprimiendo enteramente el 


signo radical, habrémos con esta mera snpresion ele- 
vado á la séptima potencia la raiz"séptima de a, que 


estaba representada por -la expresion primitiva Vas 
porque sl despues-de, haber-extraido de qualquier can- 
tidad una raiz qualquiera, elevamos esta raiz á la po- 
tencia del mismo. grado, debe resultar la cantidad pri- 


1/- : 
mitiva; y como VA a representa el resultado de la pri- 
mera operacion , 4 deberá ser el de la segunda, 


Sentado esto, si suprimimos los signos radicales de 


a expresion Y o b, por exemplo, habrémos elevya- 
do á la séptima potencia los dos factores de un produc- 
tos y el resultado ab será la séptima potencia del' pro- 
ducto indicado, “Tomando pues la y aa A 
mos que VaxV b=Vab. 

Este razonamiento, aplicable 4 qualquiera otro ca= 
so, nos manifiesta que para multiplicar dos ro 
ssies. radicales. de un mismo grado debemos efectuar la 
multiplicación de las cantidades que se hallen debaxo de 
los signos radicales, y anteponer al producto un signo 
radical del mismo grado. Lo qual nos viene 4 decir que 
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extraer sucesivamente las raices de un mismo grado de 
los diferentes factores de un producto equivale á cx- 
traer la raiz del mismo grado de todo el producto, 
Mediante esta regla tendrémos: 
3 V 24b3x7 V sabe =21V 104'b= 

214 bV 100; 

aVai=brxvVa+)p A V (a—PaArb)= ? 
4 Vat—b?; 


Ss Ñ re, 
2103 b> sk ys 7 pi 
II CNO AS aa 


at— pe 
Vi =4P apor pe 
2” x e reno 
tp da 


2ua—05) PERE TA 
(11 — 
VEA Ea 06 
AY AA, Ria 
Exit, de Sora ds? col Í 


por ser a—b(a +b? e os | 
165 Teniendo presente que la séptima potencia 


AA 


a nia 
, por exemplo, es 7, inferirémos, 


de la expresion - 
7 


tomando la raiz séptima de este último uE, 


MEN 


7 
que => =V t; ; de donde se sigue: que pata díi- 
E una mu otra dos cantidades radicales de un mis- 
mo grado, es necesario representar el quociente de las 
cantidades que se hallan debaxo de los radicales, y an- 
teponerle un-solo signo radical del mismo grado, Lo qual 
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quiere decir que lo mismo. es.:executar primeramente una 
division, y extraer una raiz qualquiera del quociente, 
que extraer primeramente las raices del mismo grado 
del dividendo y del divisor, y concluir dividiendo la raiz 
del primero por la del segundo. En suma, la inversion en 
el órden de estas operaciones no produce alteracion al- 
guna en el resultado final de ellas. 
Por esta steel hallamos que 


166 Dela regla de la multiplicacion de las canti- 
dades radicales de un mismo grado ($. 164) se sigue 
que para elevar una cantidad radical á una potencia 
mose necestta maásoquenelevar á esta ¿potencia la canti- 
dad puesta debaxo del radical, YA anteponer, al resultado 
el mismo a radical; porque elevar, por exemplo, 4 E 


la: tercera potencia la cantidad representada por Ya ab es 


lo mismo due “hallar el producto de la multiplicación 


—_ 


F í 
e ¿5 $ ps A 5 
que aquí “indicamos: UE ab x V ab x Edy ab ; S y como 


por ser sismo gíado los radicales debamos ($. 1 64) 


multiplicar entre sí las cantidades que estan debaxo de 
TOMO 11. RR 


que sigue, y á otro -qualquieras (ez ab 
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ellos, y anteponer el mismo signo radical al producto; 


W o , >, 5 POE EA 
el resultado será Y a3b? , 


Del mismo modo, la cantidad Vamb3 elevada á la 


guarta potencia da Y asp , que se reduce á abN abi 
descomponiendo atb%en a7b?xab, y decada (S.1 130) 
la raiz séptima del factor: arb?. 

Es muy digno de notarse que qxendo el exponente 
del radical, es.exáctamente divisible por el de la poten- 
cia á que se haya de elevar la cantidad propuesta , se 
efectúa la operacion con solo dividir el exponente del 
radical por el de la. potencia. El quadrado , por exem- 

NT Y BJ ; 
plo, de Va; ó(VaY=Va; porque ¿=3. 

Con efecto Y a a representa una cantidad que es seis 
yeces factor de 5 y como la: cantidad Va que hemos 
obtenida dividiendo el exponente 6 por 2, sea solo tres 


weces factor de la misma x, es consiguiénte que 3 a 


sequivalga al producto de dos de los primeros factores, 


ó lo que es lo mismo, ul quadrado¡ó la.segiunda poten- 
cia de uno de estos factores Ó ó de Va, a 
El mismo razonamiento, se puede aplicar a exemplo 


= Y 2, 


167- Invirtiendo Jas reglas «del artículo. precedente 


» 


resultan las que deberémos seguir para la extraccion de 


.. - 


las raices de las cantidades radicales. 
En efecto, de la primera se deduce sin:la menor di- 
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ficultad, que sí los exponentes, de los, factores que estan, 
debaxo del radical, son exáctamente idivisibles por el de 
la raiz que se quiera extraer, se efectuará la operacion 
como si no hubiese radical alguno, y al resultado se le 
antepondrá el radical primitivo. 


Así es,' por” exemplo;, que VE VIE A 


Ya, / Tab aP= Ta ath? = Var 


De. la a regla. del párrafo precedente se n= 


fiere igualmente que se representa en general qualquiera 
raiz de cantidades radicales, multiplicando el exponente 
del radical por el de la raiz. que se quiera extraer. 


A 
Por esta última regla se halla que Ya a= V a. 
Con efecto, Y a* es una cantidad que es cinco ye- 

ces factor de a* ($$. 24 y 129); pero como por otra 


a Exa A 
parte la. raiz cúbica de Y. at. deba ser tres veces factor 


A we > a .. ' 3 ns 
de esta última cantidad, es consiguiente que V Y at 
deba ser 3 x 5 veces Ó 15 Es factor de . primitiva 


cantidad qn luego Vis “=Y ns Del mismo modo 


, y ) | 
se probará que VI 4= a% lo Bla nos, da 4 á.co- 


hocer que. lo. mismo es extraer Primeramente la raiz 
quinta de una cantidad qualquiera, y, extraer despues la 
raiz cúbica de aquella raiz quinta, que, extraer prime- 
ramente la raíz cúbica de la cantidad primitiva, y con- 
eluir por la extraccion de la raiz quinta. de la cúbica: 


, 


A KK 


lh-— 
A 


ASS 


HE 
AS 


ts 


¿ _ _ A A 
_s 2 


A 
o 


——- ———— 
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el resultado final: no varía por esta inversion en el órden 
de las operaciones. Lo mismo' puede demostrarse: qa otras 
raices “gualesquiera. 

168 Supuesto. que esitéficando por qualquier 
núnsro el seEponcote de una cantidad que esta debaxo 
signo aba ada 4 la poteHéla” que indique 
aque) multiplicador; y que multiplicando por el mismo 
número el exponente del radical ($. 167) se extrae del 
resultado anterior la raiz“del grado' indicado por“él mis- 
mo multiplicador, es consiguiente que esta segunda ope- 
racion restituya á su primitivo: estado la Cantidad pro= 
puesta. Lo que esto quiere decir en suma es, que mul- 
tiplicando por un mismo número el exponente del radical 
y el de la cantidad que esté debazo q él, no se altera el 


valor dela expresion. 


La expresion Y as a3, por exemplo , puede conyer- 
La expre ROL CAMP X> 


tire en Va"; multiplicando por") los exponentes y y 
3; y la segunda expresion. es enteramente equivalente 4 
la primera, porque multiplicar por 7 el exponente de az, 
y formar el radical Va es hallar la sÓpua potencia 
del ddical propuesto; y multiplicar por 7 el exponente 
$ “del radical Var, és tomar la raiz séptima de este pri- 


mer * resultado; déshádeios pues cón' la segunda A 
cion lo que habiamos' hecho con la primera” | y 
his 69. “Por inedio de esta doble 'multiplicacion seredu- 
cen dá un mismo jgradoó ó exponente dos, tresó mas radicales 
de diferentes grados, multiplicando d un mismo tiempo el 


11 TDE ALGEBRA: 319 

¿xponente de vada radical y el de la cantidad'á que esté 
antepuesto, por. el producto de los exponentes de todos los 
démas radicales. La identidad de los 'nuevos exponentes 
de los radicales "es evidente por sí misma, puesto que 
todos ¿ellos vendrán 4.ser, el producto de, todos, los ex- 
ponentes de los radicales primitivos; y segun lo que aca- 
bamos de demostrar, no habrá mudado de valor ningu- 
na de las cantidades radicales propuestas, por haber mul- 
tiplicado “por un'mismo número el exponénte del radi- 
cal y el dela cantidad que primitivamente se halle:de- 
Bayy deve USIALgE s9l De y, MIDIOS ORIO erió va 
Por ésta regla se transforman las cantidades radica» 


: É ES OE 357 IDU E " 4 
8 1 NO] j 
s Vab* V csd3 en Y a” pi Y ¿2d'S; asimismo .las 

> y ¿OUAIS. OE MTL 


z 


cre la a erre lara. mul: | cirio o 
E RÁ K% —— 7) 2003 015% 
cantidades radicales V ab, War y Y b%3 se convierten 


A ra br 
2 “3134 


TT TE. de y pi 
: 6 
respectivamente en V asp, Y aria y Vb ERA 


pos 1801 


fi Ln Y 291079£1 201 2OMOTEMINDIRNST) UN 
Esta transformacion es análoga 4 la reduccion de los 


quebrados 4 un comun denominador, y. de, consiguiento 


es susceptible de las mismas abreviaciones que ella 


(Arit. $. 81.) 20m 


Si hubiese coeficientes numéricos debaxo: de los ra- 
dicales será necesario élevarlos á lá potencia indicada por 
el producto de los exponentes de los demas radicales. > 

“170 ' Támbien se infieré fácilmente que dividiendo 
or un mismo número el exponente del radical y el de la 
cantidad que ésté debazo de él, no mudará por eso'el'wa- 
lor dé la expresion. 'Ast'tendiémos. una nieva transfor- 
macion de las expresiones radicales análoga 4 la de re- 
ducir los quebrados á sus mínimos términos Ó á su mas 


sencilla expresion. Ultimamente, se puede introducir de- 
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baxo de un gadical. qualquiera.un factor, que esté fuera 
de él, elevándolo á la potencia indicada por el. exponer 
£e del radical, y multiplicando por esta potencia la can- 
tidad el primitivamente estaba debaxo. '.: 

| Se convertirá, , por exémplo, a* en Var; Ajo dd ci 


th 


en: V 8h Sab. 


DEL, + ¿Despues de haber reducido 4 4,UN, mismo CX« 
ponente'ó. grado qualesquiera radicales por medio de la 
transformacion precedente, se les aplicarán sin dificultad 
«alguna lás reglas dadas ($$. 164 y. 165 ) para la mul- 
tiplicacion y la division de LaS ulicades Ss de un 
mismo grado. : 


Propongámonos, Ll exemplo, simplificar el Pro; 


119210) 


ducto representado por V mA abr V br, b"c*; y en primer 


cL0V 


Jugar transformarémos 108 factores Va 2 y Vis pros ón 


3 2) BOLSIUD 520 0) 


Yara apa y Vr a ¿y pan la gta a del Y 164 hallar 


mos que 


olob maxedob or 
10q APT ea, > ia qa Y ON ins 
es a ce a de los radicales, propuestos. 


-Hallarémos tambien por la: regla del $165 que 3 


Id 


sf Mera Vaapa y dE ge pra) : we "2h ng 
pa da E RRA > Y 2 = QA 
> SIE rEÓA 7 Na pr pos E e TE a 
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ipod sobre algunos casos singulares que 0. ocurren 
en el cálculo de las cantidades radicales. 


1 72 as ici que tra, Ab Al para 
el cálculo de las cantidades: radicales, se aplicansin: difi- 
cultad:a los:símbolos de las verdaderas cantidades Ósea 
á las cantidades reales; ; pero aplicadas á a las que se Ma- 
man cantidades ¡ imaginarias, nos podrian inducir á á error 
si no hiciésemos algunas “advertencias deducidas. de ES 
E delas: 'equaciones: de dos solos-términos;': 

SÍ nos Pro RAR DARA! por exemplo, elevar al qua- 


drado la expresion Y —- a, y observásemos á la letra la re- 
ela prescrita CS. 1 64) para la maliplicacion de Jas can- 


tidades radicales, hallaríamos Ar Pax E 


VE a*; y si ahora nos contentásemos con tomar - +aen lu 
gar de VE, a, odos venido 4 á parar . 4 un resido 
evidentemente falso, porque el quadrado de Vo - 2 de 


be obtenerse con suprimir el. Pai Pe y es por con- 
a lo 19 notóriogo Bl ob obsilues; 0181 chiss 

Bezont. hai desatado: cotas esta «dificultad 
ndo que E ignoramos cómo, se haya for» 
mado. el quadrado: a* y. se noso pide: su: raiz, debemos 
indicar igualmente + a yA, > Porque no «sabemos: con 
quál de, éstas dos «expresiones se efectuó: la multiplica- 
cion; ¿pero quando sabemos de antemano quál de estas 
cantidades se ha multiplicado. por sí misma para formar 


a, entonces ya no se puede dudar de quál sea su ralz, 


ai: menos: tomar la una, por la otra, Este caso es eviden- 


4 
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”” 


temente el de la expresion V=axvV—a, pues se sabe 
aquí que la dancidad a? que está dehhxó del radical en 
el producto, va A, procede d de -4 multiplicada por —a, 
sí don consiguiente no debe cardio la meñor duda de 
que. su raiz es —4; y no +4. Así como por la inversa, 


quando. multiplicamos Va x vz su producto va se ré- 
duce á á +4; no nos es e imitido tomar 4, or, e ul- 
Pp pa 9 


valente: a Ear porque, isubioio como dabéímiós “que el 
quadrado a? ha provenido de la multiplicacion de + 4 
Pan +4, no podemos dudar de que la raiz quadrada de 
q es en este caso particular +4, Y de ningun modo —4. 


, FL 


En- suma, lo í único que la equacion dueto V=a ax 


H 


VE 4 = EA a , Fectamente traducida, nos quiere decir, 


es que e el quadrado de Va. 5 2.es una de las raices qua- 


5 ¿IS $ ODHIOY yt 

pas de a?; pero, no -qualquiera de ellas, sino sola y 
nte a 

y Estos razonamientos: no dexam:duda alguna:sobre «el 
verdadero resultado de la operacion en el caso-particular 
guéracabamos de considefars; pero: aun hay algunos otros 
en los quales yypara determinar el resultado , nos es-for- 
zoso acudir: 4 las je de las. pin cil de dos 
solos términos. 200100 ¿4 Ya- 91 ugly mi 

17 310: Si 56108 a por: exenplo el ato 


de Y ax > dro 1, reduciríamos Po o “radical al 
mismo grado que,€l primero ($. 169), y teadríamos 


Vias VEN =WV a np AV silaió 
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feal, aunque es bien claro: que la' cantidad real Ya, , 


multiplicada por la expresion imaginaria Y 1 I , debe 


dar,un, producto imaginario. Sin embargo , no debemos 


creer que la expresion Y a, que hemos hallado por pro- 
ducto de la multiplicación propuesta, sea enteramente 
falsa, sino tan solo que por lo comun no se la da el ver- 
dadero sentido que « debe tener. Lo:ánico LL, dice la 


equacion ¡déntica Sl ao a —=Ii= Va es que “multipli- 


cando por V_=1 una de las quatro raices quartas de a, 
resulta otra de las mismas raices quartas de a, 


Con efecto, «considerando Va. a algebráicamente Y 
como que es la expresion de: la incógnita x en la equa; 
cion de dos solos términos at—a=o0, echarémos fá- 
cilmente de ver que es susceptible de quatro diferentes 
determinaciones ($. 159 ); porque si representamos por 
a el número que inmediatamente resulta de la extraccion 
de la raiz quarta de a, ó el que hemos llamado la. de- 
terminacion aritmética de esta raiz quarta;, vendrá 4 ser 
a—=a!; y las quatro raices quartas de a se hallarán mul- 
tiplicando a por las quatro raices quartas de la unidad, 


Serán pues: Ax+IJax—I; PY CA dem diat; 
y - de consiguiente si en el primer miembro de la equacion 


Mass =V ala expresion Va quiere decir a, en el 


«segundo vendrá a significar aV—1; por manera que la 
verdadera traduccion de, la equacion propuesta es la sl- 


guiente: multiplicando por Va primera raiz quarta 
dea,resultala tercera raiz quarta de la misma cantidad A. 
TOMO IL, ss 
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Basta un poco de atencion para descubrir el orígen 
de la duda que ha motivado el producto que hallamos 
por la regla del $. 169. La segunda potencia+ 1 de la 
expresion — 1 que estaba debaxo del radical quadrado, 
puede muy bien proceder de + 1x-* 1 igualmente que 


de—1x—1, y hace que la expresion Yi pueda ad- 


mitir mas determinaciones que la expresion W— 1, + 

En general, quando las expresiones algebráicas que 
forman los dos miembros de una equacion sean suscepri 
bles de diferentes valores, la equacion no quiere siem- 
pre decir que qualquiera de los valores de su primer 
miembro es igual á otro qualquiera de los del segundo; 
sino que alguno de aquellos es igual 4 otro de estos, Sa- 
bemos por exemplo que, algebráicamente hablando, á la 


. 3 ra 
expresion Y 8 corresponden estos tres valores: 


e _ Iv 3; 


A Á 
que á la expresion Y 16 corresponden estos quatro; 


2% 232 V2 1729 Pf; 


__—— 


y sin embargo la equacion VS =V 16 n0 nos quie- 


re decir otra cosa sino que el primero de aquellos tres 


valores es igual al primero de estos quatro; y solo en 
este sentido es verdadera *, 
Lo que hemos practicado para venir en conocimiento 


* El lenguage algebráico nos parece en esta parte expuesto 4 los 
Inismos inconvenientes que los idiomas que carecen de- artículos.. 
Quando en el latino se nos dice; Regis filitos est egercitós dua , las 
circunstancias en que se enuncie esta proposicion son las únicas que 
pueden determinar su verdadero sentido. 
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de la regla de que hacemos uso para formar el producto 


ML Mi 
VaxV bh, se reduce 4 elevar este producto 4 la poten= 
cia mm; porque si lo hubiéramos representado por z, ó 


Ms 
lo que eslo mismo, si hubiéramos hecho Wax Y h= 2; 
elevando primeramente á la potencia m los dos miem- 


n e 
bros de esta equacion, tendríamos aV)” =2"; y ele- 


vando despues á la potencia 2 los dos miembros de esta 
última, resultaria a" =2””, | 

Así tendríamos ya conocido, no el producto que 
buscábamos, sino su potencia del grado mn 56 lo que es 


lo mismo , tendríamos una equacion de este grado con 


dos solos términos, y en la qual la incógnita, que en 


este caso representa el producto que buscábamos , debe-=' 


ria tener, generalmente hablando, mr determinaciones 


($. 159). Esto se concibe con facilidad atendiendo 4: 


AA O 
que los factores Y 4 y Vb son las expresiones de los va- 


lores que corresponden á las incógnitas x é y en las si- 
guientes equaciones de dos solos términos: 4”"—4=0; 


' > 
y”—b=0; y siendo por consiguiente la x susceptible 


de m determinaciones, y la y de m determinaciones, se 
podrán obtener ma determinaciones del producto pedido, 


combinando cada una de las determinaciones de x con 
cada una de las 2 determinaciones de 2. 

Quando sean reales las cantidades que se han de 
multiplicar, no ocurrirá dificultad alguna en la eleccion, 
porque el número de determinaciones de esta especie 
jamas pasa de dos ($. 157), que solo se diferencian en 
el signo, 


174 Haciendo uso de la transformacion de que 
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nos hemos valido ($. 159), conseguirémos en todos ca-) 
sos que; recayga toda la dificultad sobre'las raices de + 17 
á de — 1; 3>porque suponiendo r=atfj3 é y =u, indi-, 


“cando con;a y L las determinaciones numéricas de Va As 


y Vi D sin ateñider al signo, se convierten las equaciones' 
aros "+b=0; ent" 05:40 1 0,5, y sel 
ES E pr 1550 Y 


m n TELAS AA 
halla la expresion y =WVH4x<Wb= a VhrxVt1;, 
en la qual ab representa el producto de los números; 


ml 
YT VE ó la deterininacion aritmética 3 ka raiz del, 


grado. mí del número a”)”. id 
Quando se haya. de pie el producto de! 


3 


pa de cal E y: V=D, por. razon. de estar, deter». 
minados los grados: de Jas cantidades. radicales que «son, 


factores, será, necesario. hallar, por. medio de las equa-) 
ciones ”"FI=0, y ez 1=0! las diferentes expresio» 


t El k. | ) 


nes deVorI y Vx. A calas como «orresponda. 
Por fortuna. son raras las veces “en que: hay necesi-" 


dad de efectuar estas operaciones, 4 no ser en algunos: 
casos muy sencillos. He aquí do de los que ocur-: 


ren con mas freqiiencia: z 
OS eN Vo x Ec 1) 
y suprimiendo el radical de V=T, obtendrémos: 
NOS TT e Y ab aisló 
EPS AAARAE | 
Pa evitar en este casó la duda'de” que hablamos: 


cs 173), no multiplicarémos — 1 PO! — 15 sino obser-* 
varémos que el quadrado de la faiz quarta de qualquier 


JATAIMATA OUAATA 1 O E E 
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cántidad equivale 4lacraiz Rei dela misma ' can. 


sti y y astitendiémos: 9 00 9b oiLom 103 ¿20m 

Y Zi e LE ds . DS 
TA DAR) — bo b= =Vaba (Va ms sl sita 
1019 A A > 


“De:este: modo: hallarémos los productos; de doi rad 


cales imaginarios de otros qualesquiera grados, y veré» 
11 
mos que resultan alternativamente reales é pens 
A me nm A a 2 


2 
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Dei cálido de os. cxponentes sfráctimarios. > 


M 


eE: Oyandas en, logar de dos signos “jadicales $ se 
hace uso de los exponentes Iraccionarios para represen: 
tar las raices que les corresponden ( S. 13 2) tonces 
se puede aplicar inmediatamente - 4, estos las, reglas ge- 
nerales del los exponentes, E hallan por medio de 
ellas los mismos resultados-que por: los métodos de que 


nos valemos para calcular las cantidades radicales. 


¿Con efecto) si transformamos, por:exémpleo, Van ab 


E 3.2 
y sá en asp? y de, tendrémos, Va VTA 
» mb na 2 EQ Y 
spscé = 4 A5ps6. “Observando: despues 


á 1 1 


ES 
d 


Sus <=1 +5» y gue sa consiguieita a= SUE AR 


as ($. 25 )5 y que ae equivale 3 á Vabe, resul- 


tará Var Y ai aV abr 2; resultado“no solamente 
exácto , sino ademas. seducido á su mas ¿sencilla ex: 
presion, : 


7 
.ros “dl 


Sea el umpla Goal Y ap x SV FE 0"; y translor- 
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UL 
mando los radicales propuestos en: behR ; ds 


mos por medio pe las reglas de los exponentes ($..25) 
E a E li | 
am pm pr — gr ya AS quisiésemos efectuar 


y . ' e 
ahora la acción de las fracciones Z, =7 » Seria necesario 


reducirlas 4 un mismo doodaadór; y para dar uni- 
formidad á los resultados es necesario hacer otro: tanto 


con las fracciones Eco —. Por este medio nos resulta 
mon y dE 


. ma » ms 
ar) mm ei y restituyendo los signos radicales , ten- 


AA rt 
drémos: Van ar btx Vié= Y arena mr ms 
176 La division se efectúa tambien sencillamente; 
es facil ver, por exemplo, que 


5 y reponiendo los signos ra- 


ac 
VS a 
dicales, resulta: ——= Y —; 5 y en general 
Va id 
Vatbl Pb” ¿mms 
PO s Dr ae 5 
V bros p”¿r e 


y reduciendo 4 un comun denominador los exponentes 
fraccionarios para efectuar la sustraccion indicada, se 
hallará: 


hallaré-. 
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m ”p ng—mr 


V a?) amp an a a 
Ve 5 (” Pol aánol>, 


pesao ejl, 


-Ya:se dexa.conocer que: la reduccion d los. expo 
nentes fraccionarios 4 un «mismo«denominador: produce 
aquí el mismo efecto que la reduccion de'los radicales á 
un mismo grado, y conduce precisamente a los mismos 


resultados ($. 171). 5 a 
122 SAB es evidente CS. 127) que. 


(Y ay = (amy VE y y (129) que 


a ps qm pr Vaz. 


El cálculo de los exponentés fraccionarios nos ofre- 
“té uno de los exemplos mas notables de la utilidad de 
los signos quando se los elige con inteligencia y acierto, 
La analogía que hay entre los exponentes fraccionarios 
-y los enteros hace que las reglas que se deben seguir 
para el cálculo de estos sean aplicables al de aquellos; 
en vez de que son necesarios, como hemos yisto, razo» 
namientos particulares para descubrir las reglas del cál- 


culo de las. cantidades radicales ,, Porque el signo eS 


que las acompaña no tiene conexión alguna con la 'ope- 
racion que:con'él se indica. Quanto mas: nos internemos 
en el Algebra, tanto mas echarémos de ver las numero- 
sas ventajas que ha producido en esta ciencia la notación 
«de los exponentes , inventada por Descartes. 
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A so M3 t 
v a AM em 


corn, 


Teoría general dedas ecuaciones 


7 


Ná A iS 3 Pa dc 


m0 ten 


178 inde A equaciones de' mejo y ségundo grado son, 
propiamente hablando, las únicas que hasta ahora se saben resolver 
coiiipletamente; E ¡40D 8tsol Lletto “Ciertas? propiedades ¡generales 
«delas squaciones des todosolos grados; cuyo conocimiento es; muy 
¡conducente para resolyerlas' quando. sean. numéricas ,; y, para otras 
varlas, investigaciones que. 0 ocurren en, las partes mas sublimes del 
Ene El iS de estas propiedades se, had debido 4 una 
cierta forma partic ula puede darse á Li egláción. na 

Por deconta PR dd Vicios completa | de qualquier, grado 
debe contener, todas las potencias. de la incógnita desde | la. de, este 
grado hasta la primera inclusive, multiplicadas” cada “una de” ellas 
por cantidades Er RA un AA, RS CO 


me 


nocido. 
La equacion scompleta delrquinto, di por exemplo ; conten- 


drá todas: las geighcioidiin store, Ja Paria, hasta, la 


quinta inclusive; y: si hubiese en ella muchos 161 
«halle Ja incógnita el elevada. á una misma potencia, “será $ necesario ima- 
inarlos reunidos. en uno solo, como lo hemos hecho en las equa- 


pEER do segundo grado: ($ 108). Se ' pasarán despues al primer 


“miembro. todós. los” términos dela equácion, “ordenándolos con res- 
a incógnita; y así el otro miembro será 


«precisamente igual á cerosuses hará positivo él primer término cam- 


biando, si fuese 1 necesario, los signos de todos los términos dica 
¿quicione Por e ¿ste medio lá quese llama equación generaledel uin- 


-£o, grado; vendrá 4.1 JEAck esta (Ora. sfisgmoss 281 sup 


cnamonsyiat 


jecto 4 las poteeras de la 


rpg aio pp AOÍoRT 


¿enla qual, se, debe: observar que 1 las Jetras mps gor, 5,t pueden 
“números “sustractivosó, "negativos, igualmente que aditivos 


Div ¡diendo “despues por 11 todos los términos para no 
que la unidad; y haciendo PE 
n 


representar. 
Ó positivos. 


dexar en el a mas Pia 

t 

P; PE o =R— = 5 —=T; nos resultará: 
n n 

v—+ nO +Roe+Si+T—o0 
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En lo sucesivo darémos por supuesto que qualquiera equacion 
está ya preparada del modo que acabamos de indicar; y así no-ha- 
brá equacion de grado alguno que no pueda estar representada por 
da siguiente, sue se llama la equacion general de todos los grados : 

aa Qt Tr Utmo. 

El vacío indicado por los puntos suspensivos se llena quando 
“al exponente » se le da un valor particular. 

Qualquiera cantidad Ó qualquier símbolo algebráico, ora sea de 
los que se denominan cantidades reales, ora de las imaginarias, que 
puesto en lugar de la incógnita x en una equacion ya preparada, 
reduce á cero el primer miembro , y por consiguiente satisface á la 
equacion, se llama raiz de esta. Pero no tratándose aquí de poten- 
cias, ya se dexa entender que la voz raíz se toma en este tratado 
en sentido muy distinto del que hasta ahora la hemos dado ($$. go 
y 129) 

179 La proposicion que hemos demostrado ($$. 126 y 159) 
con respecto á ciertas equaciones, se verifica en todas las de qual- 
quier grado; por manera que puede considerarse. como principio 
fundamental de toda esta teoría el siguiente: Si suponemos represen= 
tada por a qualquiera raiz de qualquiera equacion x0+PxR= 14 
Qia—2... + Tx+UT—o0, el primer miembro de esta será exáctas 
mente divisible por el binomio x —a. 

En efecto, suponer que «4 es valor de x, Ó raiz de la equacion' 
propuesta, equivale 4 decir que a* + AL Ta a 
U—o0, y por consiguiente U==a" Po “"*—Q02.,.—Ta5 
de manera que la Pb E EEN es enteramente la misma 
que esta: 

PS IO o: 
pp Ora ) 
la qual puede escribirse de este modo: 
Y" E Ey sE P CA ar”*) =l Q ( Pcs JN a) 

ARI inicio 7 (a a) 
y como las cantidades +” a, A e 
2—a, son todas exictamente divisibles por el binomio r—a ($. 138), 
es Claro que el primer miembro de esta última equacion será exác- 
tamente divisible por el mismo binomio, y de consiguiente lo será 

TOMO II, TT 


—0; 
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tambien el primer miembro de la Ad propuesta, que es equi- 


valente á la última. 
Dalembert demuestra la misma _propósicion del modo siguiente: 


si imaginamos efectuada la division del primer miembro de la equa- 
cion propuesta por el binomio «—a, y quese haya continuado la 
operacion hasta apurar, como es posible, todos los términos que 
contengan la x, el residuo final de esta division, en caso que lo ha» 
ya, no podrá tener x=. Si pues representamos por RR este residuo y 
por Q el quociente que suponemos hallado, tendrémos precisa- 
mente (Aritm.S. 1): 0" +Pa" ic =Q (1 —a) +. 
Ahora, si en lugar de y sustituimos a, el primer miembro debe 
reducirse á cero, puesto que 4 es valor de +; tambien se reduce á 
cero el término Q (x — a), porque se reduce á cero el factor x—a; 
debe pues ser Rz=0 sin tener influxo en esto la sustitucion ;.PpOt- 


“que no existiendo en el residuo la +, no se puede efectuar en él la 


sustitucion, ni menos podrá esta IE el valor que antes tenia. 
Si pues, haciendo la sustitucion debe ser R 0, deberá serlo aun 
antes de hacerla , y de consiguiente el primer miembro de la equa= 
cion propuesta es exáctamente divisible por el binomio x —a. 
180: Para-hallar el quociente de esta division, basta sustituir 


-— n—2 
en lugar de las cantidades 2?—a*% ATI a aÑa 


«los quocientes que dan quando se las divide por a; los quales 


son:, COMO ya: sabemos ($. 158), los siguientes : 
Aaa 
A a ama 
Ao an3 

: El. 

Ordenando los términos del lada con respecto á las poten- 
cias de +, y reponiendo los coeficientes, vendrá el quociente total 
á ser: É 

Aaa + 
+P12 724 Par”. + Pa 
+ Qu... Qe? 


dorso METIA 


+71. 


n—2g 


an 
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181 No es necesario mas que atender á las reglas de la division 
para venir en conocimiento de que en habiendo dividido por x—a 
el primer miembro dé la equacion a? +Pa*” 1401 *+8c.o, 
debe' resultar un quociente de esta forma: 2"? + P! a+ 
Q/2n-=3 +c., designando por P/, Q/ étc. los coeficientes conocidos 
diferentes de los primitivos P., Q éic. ; y así tendrémos: 

A A E ES E 

y conforme á la observacion que hicimos ($. 116), podrá verifi- 
carse de dos modos la equacion propuesta, á saber: Ó haciendo 
e—a=0oj0 0 GP 277? 80.0. Si ahora tuviere la equa- 
cion "+4 P! arc —0 una raiz b, será su primer miem= 
bro exictamente divisible por el binomio «—b; y efectuada que 
sea la division, tendrémos : 

Apra? Be. =( A Y LS SO 
y de consiguiente 
yr tQ car e US 9) 

Podrá pues - «verificarse la. equacion primitiva propuesta de si 
distintas “maneras, á saber: ó haciendo -—a—0,06 + —b—o0, 
¿02 4 Pla Bco. Si la última de estas equaciones E 
re una raiz c, su primer miembro se descompondrá tambien en los 
dos factores y —c, 1 BR PITA" 8ic., y tendrémos a” + 
A A E CC SE O 
donde se ve que la equacion propuesta se podrá verificar de quatro 
distintas maneras, haciendo sucesivamente 2—a—=0; *—b—0; 
e —e—=o; 0734 PM a 744-800. =0. Y continuando el mismo 
razonamiento , irémos hallando los factores de los grados indicados 
por los exponentes 2—4, 2— 5, 1—6 kc.; y si igualando 4 cero 
cada factor de estos se descubre alguna raiz de la equacion que en- 
tonces resulta, vendrémos á dar al primer miembro de la equacion 
primitiva la forma de un producto de varios factores binomios del 
primer grado: (4 — a) (a—b) (3 —0) (Ed Dencimmiooo (0 1) 
es decir, el polinomio que formaba el primer miembro de la equa- 
cion, se habrá descompuesto en tantos factores binomios del pri- 
mer grado como unidades haya en el exponente » que indicaba 
el grado de la equacion. Por manera que la equacion general 1% + 
Pr"”"*+é8c.—=o podrá verificarse de sm maneras, esto es; Ó ha- 
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ciendo —a—=0,6 e—b—0,0 xx —0—0, 0 —d—0, Ó por 
último 4 —/=0; pero es necesario tener entendido que no se de. 
ben considerar como verdaderas 4 un. mismo: tiempo todas estas 


equaciones, sino sucesivamente; pues de lo contrario incurriríamos 


en manifiestas contradicciones. En efecto, si al mismo tiempo que 
supusiéramos r—a=0, y de consiguiente «a; supusiéramos 
tambien —b=0, y de consiguiente x=b, se inferiria que las dos 
cantidades desiguales representadas por a y 5 serian iguales entre sí. 

182 En habiendo descompuesto el polinomio que se halla en 
el primer miembro de la equacion general propuesta 2%+ Pa" + 
8, =0, en los n factores del primer grado —a,2—=b,2—c, 
x —d.... x —l, es absolutamente imposible hallar ningun otro factor 
de primer grado del mismo polinomio. En efecto, si este polinomio 
fuese ademas exáctamente divisible por — «e, por exemplo, ten- 
dríamos precisamente: a? + Pa""4 8. = (17 —a) Car ye. 
pa" + kc.), y por consiguiente (1—4)(2— hb) (a—.¿c) 
(Ad) (a—1) =(2—2) (27 + pa"? + 80); y como 
suponiendo 1 —a,se reduce á cero el primer miembro de esta 
equacion, debe sucederle lo mismo al segundo, el qual en esta hipó- 
tesis se convierte en (a—«) (a+ pa””?4éc.). No pudiendo, 
reducirse 4 cero el primer factor a —« por ser desiguales por supo- 


sicion 4 y «, es necesario que se: reduzca 4 cero el otro factor 
parts + pa ad y así E cantidad a será forzosamente raiz de. 


la equacion 477" + px"? 4 é1c. 0. De aquí se sigue que su pri- 
mer miembro será exactamente divisible por x—a, y que 
«PR +p + Beca 0) (ama pla + Ec); 
de donde resulta que » 
Y A 
=(*—2)(r—a)(a” + pa 34 dic). 
Dividiendo los dos miembros de esta equacion por 4+—a tendré- 
mos estotra;. 
(CD) — AA 2. od (ra lar”? pla t=3 bic) 2 
en la qual se puede demostrar por medio del razonamiento que aca- 
bamos de hacer, que el segundo factor 2%7*4+ p!/27 3 +80, del 
segundo miembro debe ser exáctamente divisible por r—¿; y efec» 


tuada esta division, y suprimido que sea de ambos miembros el 
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fiictor comun x 2, se reducirá la equacion á estotrá: 

(0) (rd) la — 1) (rm) (034 plana + Eic.).. 
Continuando del mismo modo, se llegarán 4 suprimir sucesivamente 
de ambos miembros m2 -— 1 factores: por manera que en el pri= 
mero.no:habrá:quedado mas 'factór que .+—1, y en el segundo ha- 
brá solo. x—«u; y de aquí será forzoso" col que 2—/ 2% — Ay 
Óquel—«. les 
De lo expuesto se 'cbiguel que en ninguna rad sea del gran 
do que fuere, el número de factores -binomios del primer grado 
que tenga su primer: miembro , jamas puede ser mayor que, el núme 
ro. de unidades del exponente del grado de la equacion., y de de e 
guiente no puede esta tener mayor número de raices $. 2201 
183 - Estonos- basta- para que podamos: considerar: al primer 
miembro de qualquiera equacion como un producto de un número 
de factores —a; 2 —b, x —c, a —d Kc. igual al exponente: de 
su grado; y para que 4 conseqiiencia-lo: podamos suponer formado 
lo mismo. que el que hemos hallado.($. 135); con la única modif - 

cacion de ser los términos alternativamente positivos y negativos. 
Limitándonos, por AETDiOS á Aris 2 comslecmios el 

siguiente PAE 


cata aba abia Hhbed=0y | 18 
A —abdz. dl 
ea? +adx* —acda 
¿da ber? — hido : 

+bdx* 


de 
) EMT: $ 


en el eprala se deberán verificar Pa mismas pmpiegads: que hemos. ya 
observado ($..135), y que generalmente hemos demostrado ($..136); 
bien que por.ser aquí.las segundas>partes. de los binomios las raices 


de la equacion con signos contrarios; enunciarémos A mismas 
propiedades del modo mgrlcsiscaba 


ni Ahora falta demostrar que ni el Número de lores binomios del 
Primer miembro de qualquiera equacion, ni por consiguiente el número 
de raices de esta puede ser menor que el de las unidades del exponente 
de su grado. De esto se tratará en el Complemento del Algebra, 
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El coeficienterdel segundo término, tomado con signo contrario 
al que tenga:en la equacion, será:la suma de todas las raices de ellas 

El coeficiente del tercer término será la suma de todos los pro- 
ductos binarios de las raices, 

50 El coeficiente del quarto “término, tomado con un signo contras 
rio, será la suma de todos los: productos ternarios de: las raices; y 
así sucesivamente, cuidando de cambiar los signos de los coeficien= 
tes, de los términos que se hallen:en lugar: designado por número par. 

E l último término , que está sujeto, como todos los demas, á la 
misma ley, será el producto de-todas. las raices. 

-Igualando',:por:exemplo ; 4 cero el 'produgto de los tres: Fito 
res 25, 2+4, 2-3, se formará la. equacion 144244230, 
600 y cuyas raices serán +8 ;— 4; -—3+La:suma de ellas será 
58—=4—3==—a; la de sus productos binarios $x—4+3x— 3— 
4 —3 TIT 120181223; y últimamente el producto 
de las tres“raices será +8 x=—4x-=— 360. 

De este modo'pudiéron haberse deducido los coeficientes 2; = 
23; —60, con solo cambiar el signo de los del segundo y del 
quarto término. 

. Si igualamos 4 cero el producto de los tres factores 2, L—8 
y «+5, resultará la _equacion 43 — 19gx+30:0, en la qual no 
se halla a”, que es la potencia inmediatamente inferior á la del pri- 
mér término; y por esta razon se dice que la” Equacion propuesta 
carece de segundo término. Esto proviene de que la suma de las raj- 
ces, que tomada con signo contrario, debe generalmente ser el coe. 
ficiente de este término, es en este caso 2-3 —$=03 Ó como 
suele decirse, de que la suma de las raices positivas es Li á E de 
las negativas *.. 

184 Hemos demostrado es. 182) que ON á una 
equacion como producto. de muchos factores simples del primer 
grado, el número de estos factores: no puede ser mayor que el in- 
dicado por el exponente » del grado-de la equacion; pero si com= 
binamos estos factores simples de dos en dos, formarémos produc= 
tos binarios Ó de segundo grado, que serán tambien factores de la 


* Véase la nota primera al fin del tomo. 
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equacion propuesta, y cuyo número estará indicado' ($. E por 
A 2enojo£ops 24d mp 


Lie2lr «bh ostes WE- PEA nt 


Por. o: Mendo el primer SAD de'la equacion ve 
at—ari + aba? —abix rm abcd—= 0 
—da? + acoóabdo- 
aa nada —drdo > 2.shas sup ¿omsiisvisido 
¡da + bea? LA CAEN E AS 
el e guy ¿pbbch m1 Lis otaoiunianos 
+ dede olov.dob nolo1quo peo ob 
el producto de (a—ajx(a—b)x(a Ps do; “se puede 
descomponer en. factores del Ario; grado, de los seis tacon sis 
guientes : q j 8 besitoss o: 
NANA CAS AAN 50 
(aa) (a—0o)xl(a=bMamdi o 
(14) (2 d)xla—dblMaidr dni ab 
(a—b)rme) x(a—ma) add) ms ros all 
pes (A—b)la—d)x(ra) la 0d ob coi 
CAME PEI , 
de donde resulta que una equacion de quarto, grado puede tener 
seis divisores del segundo. 

Combinando de a en tres. los fctotes, simples se formarán 
los divisores ternarios ú :del tercer grado de la propuesta. El nú- 
meto de estos en una equacion € del grado n pstará EacIdo por. 

A E O 123 él 

: bsup. ma 7 12 370 
ya así sucesivamente, : 3 00 


a PE . . Sá mf 
, Cl he $ , +. 
a e OA E le 


De la eliminacion, de las incógnitas que estan combinadas e ¡50h otras 
en las equaciones. de los grados superiores al primero. | 


“ll > 
ú 


"185 Para eliminar una de dos incógnitas que se Ey combi 
nadas.en dos equaciones fundamentales de una, misma giiestion, bas-, 
tarán los métodos indicados CSS: 78 y 84) siempre que en «alguna 
_de las dos equaciones propuestas no pase del primer grado. la in- 
cógnita que nos pro pongamos eliminar, sean quales fueren el grado 
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dejesta misma incógnita en la otra :equacion, y el de o otra incóg= 
nita en ambas equaciones. pr 
Si fuesen, por exemplo, equaciones AS de algun pro» 
blema las dos sigilebtess a 
hiba: ra Saud 
A 


observaríamos que en la segunda-no pasa: idel' primer grado la y, y 


-$12 A 


por consiguiente será fácil deducir. que y= 5 y Susti- 


tuyendo esta expresion del valor de y y su quadrado en lugar de 
yy de.y*en-la: primera: equacion , resultará una nueva equacion, 
ei la,qual no:habrá yaomas/ incógnita que la Y. Esta equacion qué 
no tiene mas de una incógnita. se llama la eaecion Jisal del pro- 
blema. dh > pr E) 
186 Sien las 3% equaciones propuestas se hallaren los quadra- 
dos de ambas incógnitas, será necesario para eliminar qualquiera de 


ellas por este método, deducir una expresion de su valor, resol- 
viendo una de las. ecos que en > caso habrá de ser de se- 


gundo grado. 
-Si, por exemplo, se hubiesen deducida de la propuesta de algun 


problema e estas dos sejcónes: : 
and olaaa art da e = me 
A .«£189 dé! ptas -% TAR OIEA 


e 


x 
¿+ £nU E YD O 


de la segunda deduciríamos j=+ Va —x*; y sustituyendo en la 


primera esta expresion del valor:de'la y y su quadrado, resultaría: 
ariba im a* Pa Fic bl, | 


cón lo dal podrá parecér á plimera Vista que hemos conseguido el 
objeto que nos proponíamos, pues que la última equacion no con- 
tiene ya mas incógnita que la 3; pero como no se puede resolver 
la” equacion final sin estar previamente reducida áuna forma racional, 


setá necesario hacer que desaparezca el radical, baxo el qual se halla 


la" incógnita, para dar 4 la equacion aquella forma. 
"Es fácil ver que si el radical estuviese solo en un miembro, se 
le haria desaparecer elevando ambos miembros al quadrado. Reuni- 
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róos pues, por medio de: la transposicion, eh el primer miembro 
odos los: términos racionales, y harémos que quede solo en el se- 
gundo el radical. “Así tendrémos: 


A XX 
' ax? +c(n* a) 30 V na? 


y elevando ambos miembros al quadrado, resultará la equacion 

atra aiYo4mneo 2aca*(ni—a?) om a 

: 2,2? 2 fp? q (a —a0); 
—2iam a —acm (e — xx") 

la qual no contiene ya radical alguno. 

El método de que acabamos de valernos para que desapareciese 
el radical, es digno de ser notado, porque se ofrecen muy 4 menudo 
ocasiones de executar esta operacion. Está, como hemos visto, redu- 
cido 4 dexar solo en un miembro el radical que queramos hacer des- 
aparecer; y á elevar despues los dos miembros de la equacion pro- 
puesta á la potencia indicada por el exponente del radical. 

187. Lo embarazoso que es este método en el caso de haber en 
la equacion muchos radicales, junto con la dificultad de resolver co= 
mo es necesario una de las primitivas equaciones propuestas, difi- 
cultad que en el estado actual del Algebra es muchas veces insupe- 
zablez han hecho buscar otro medio de eliminar las incógnitas, sin 
necesidad de hallar previamente” expresion alguna del valor de la in- 
cógnita que intentemos eliminar. Por manera que de este modo la 
resolucion de las equaciones ha venido 4 ser el último paso que hay 
que dar para completar la solucion de qualquier problema. 


Para facilitar los cálculos se ponen las equaciones de dos incóg- 
nitas baxo la forma de equaciones de una sola, dexando á la vista 
únicamente la que nos propongamos eliminar. Si tuviésemos, por 
exemplo, una equacion de dos incógnitas ' 

aparta Hdy +, 
pasaríamos todos los términos á un solo miembro; y ordenándolos 
con respecto 4 la x=, resultaria: 
eta) lo dy +0) =05 
y haciendo para abreviar b+ay =P; y —dy—e =0 , que- 
daria transformada la equacion propuesta en "+ Px -+(Q=o0. 

La equacion general del grado mm con dos incógnitas debe con- 

tener todas las potencias de + y de y que no pasen de este grado, 
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(a +110+49)(1—2)=0 
(a+14)(1—2)=0; 

en las quales no es ya permitido dudar que si hacemos += 2, que- 
dan ambas plenamente satisfechas. ' 

1go El medio que acabamos de indicar .para determinar el vas 
lor de una de las incógnitas luego que esté conocido el de la otra, 
puede tambien servirnos para eliminar qualquiera de ellas; y con 
este objeto harémos el siguiente razonamiento: una vez que en ha- 
biendo determinado, segun lo exija la propuesta de una giiestion, el 
valor de una de las incógnitas que se hallen combinadas en las equa- 
ciones fundamentales; y en habiendo sustituido en estas aquel va- 
lor que suponemos determinado, adquieren los primeros miembros 
de las dos equaciones un divisor comun que antes no tenian, es 
eonsiguiente que si despues de hecha aquella sustitucion practicamos 
con los primeros miembros de las dos equaciones la serie de opera- 
ciones necesarias para hallar el máximo divisor de dos qualesquiera - 
cantidades ($. 48), el residuo final deberá reducirse á cero. Por la 
inversa, si antes de hallar el valor de la incógnita y, y sin hacer 
sustitucion alguna en las equaciones fundamentales de la qiiestion, 
las ordenamos con respecto á la x, y efectuamos con los primeros 
miembros de ellas la misma serie de operaciones que practicaríamos 
para hallar el máximo divisor comun de estos; en habiendo legado 
4 un residuo que no contenga la», deberémos igualar á:cero este re- 
siduo, porque esta es la condicion. sin la qual no puede existir di- 
visor alguno comun de los primeros miembros de las equaciones pro- 
puestas ordenadas con respecto 4 la x, y sin la qual no puede por: 
consiguiente existir combinacion alguna. de. valores de las dos incog- 
nitas, que satisfaga 4.las equaciones fundamentales, ni menos ¿la 


giiestion que las haya originado. La equacion que formemos hacien= 


do igual á cero aquel residuo, será pues la equacion final de la qlies- 
tion propuesta, 
En la página adjunta se pueden ver efectuadas todas las opera- 
ciones que requiere este método, aplicado 4 las dos equaciones: 
a? +31 yA gay — 98 0 
a+ 419y—2 y! —10 05 
de las quales hemos tratado en el párrafo anterior, En la segunda 


Alsebra, eres PAS. 340» 


(== — ¡A A A - 


2100 
+38yx— 18) 110) 
158 e 


| 3 


| Primera division. 
+ 3y1+3y12—98 Age 1 RA 
a 2 2 > , 
| a—yya +2) 2100 E 
—ya* + $) ES 
+y0 +40 — 29? — 10) Segunda division. - 
| Primer residuo........ (9y+10)r—a2ay? . a+ Aya —2y9—10 Coy+10)x1— 27 —roy—98 | 
| 6 (9y+1o Des 36j%0—18y+=1 1074 = 100 eee (917+10 )r— 2710-98 + 
401 E RE 
(97 +10)2*+2)0+ 98% 1+38)y+>$50/+98 | 
A PP PP cs a j 


== IO0yx 


ó (9y +10 )(38y* oy +10) 


=(9r+10)(38%+ 50) +98 )Jo+(27 + 107+98)(38 + >50/+98 ) 


A a 


A 


| 

| eE: a 

Segundo residuO........mmos.. (ay + 10y+98)(38 +57 e Oo eno IE 100) 
Efectuando las A EA 3920/1500) + ¿$80y +8604 


caciones, y reduciendo.. 


18y*+110) +100) | | 
A —86y”— 690) | 


ads Pe : ? ¿ igualando ¿ resultará la siguiente equacion final: 
Dividiendo por 2 todos los términos; cambiando todos los signos, € 5 O a [ero, g q 


a3yi+ 345) 19609 47509 294074302 =0: | 
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division en la qual ha servido de divisor 
(9y +10) r—2y? —10y — 98, 

ha resultado un residuo que no contiene la 4; é igualadoá cero, se-.. 
gun prescribe este método, hemos obtenido la equacion final: 

43) +34589* — 1960) +750)* — 2940) —4302=0; 
la qual resuelta, nos dará ademas del valor de y = 3, indicado ante- 
riormente , todos los demas valores de y que pueden satisfacer 4 
las dos equaciones fundamentales propuestas. ; 

191 Despues que hayamos resuelto la equacion final, y obte- 

nido algun valor de y, es necesario para hallar el correspondiente 
de x, sustituir aquel en el último divisor, que debe ser el divisor 
comun de los primeros miembros de las dos equaciones propuestas»: 
En sabiendo, por exemplo, que y 3, se pondrá este número en 
el segundo divisor (9y* +10) x — 29? — 10y— 98; se le igualará 
en seguida á cero; y resultará la equacion de primer grado 917 
18203 y de:esta se deducirá que x=. 

Si aconteciere, como puede muy bien suceder, que la sustitucion 
del valor de y hiciese desaparecer enteramente el último divisor, 
será esto un indicio seguro. de que aquella sustitucion deberá efec- 
tuarse en el divisor anterior, y de que este será en tal caso el divi- 
sor comun de los primeros. miembros de las dos equaciones pro- 
puestas. En este mismo caso, despues de hecha la sustitucion é igua- 
lado á cero el penúltimo divisor , tendrémos que resolver una equa- 
cion de segundo grado con una sola incógnita a, cuyos dos valores 
corresponderán al único valor que suponemos conocido de la y. Si 
la sustitucion del valor de y hiciese tambien desaparecer el penúlti- 
mo divisor, tendrémos que hacerla en el antepenúltimo, que en tal 
caso será el divisor comun, y con el qual vendrá 4 formarse una 
equacion de tercer grado con una sola incógnita 15 y entonces ten- 
drá esta tres valores correspondientes al único que conocemos de 
la y; ó lo que es lo mismo, que combinados con este satisfacen 4 
las dos equaciones propuestas: En general será necesario retroceder 
hasta encontrar un divisor que nO se desvanezca quando en él han 
gamos lassústitucion del valor de y, 

Puede tambien suceder que ó no resulte residuo alguno final, ó 


solo queden en él cantidades conocidas. En el primer caso deberé- 
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mos inferir que los primeros miembros de las' dos equaciónes tienen 
un divisor comun independiente del valor de y; y de consiguiente 
las equaciones' ¿propuestas deben tener esta. form: Px D= 0; 
Qx D=0; representando por D el comun divisor de los primeros 


miembros de ambas. En equaciones de esta forma se ve inmediatas 
mente que se satisface 4 un mismo tiempo á las dos , haciendo D=o03' 


y esta equacion nos dará el valor de una de las incógnitas expresa- 


do por medio de la otra, quando ambas esten combinadas en el fac» 


tor D y pero quando este factor no contenga mas de una sola incóg- 


nita, se podrá determinar el valor de esta; y el de la otra quedará 


enteramente indeterminado. Tambien se satisface á las dos equacio- 


nes propuestas suprimiendo el factor comun D, y haciendo P=0y 


y Q 0; por cuyo «medio tendrémos dos equaciones que podráa 
darnos soluciones determinadas de la qtiestion propuesta, 
Sean , por exemplo , las dos equaciones 
(ax +by—=c) (ma-=ny —d)=0; 
(ax+by=cd) (meaeny—d)=0; 
de las quales, si suponemos igual á cero! el segundo factor que es co- 
mun 4 los dos primeros miembros, deducirémos la siguiente equa= 
cion, en la qual se hallan combinadas ambas incógnitas: 
mx +1 y —d =0 


y Ancoraiuicicoutdas indeterminada la qiiestion; pero si supri- 
miendo este factor comun, igualamos á cero los ótros factores restan- 


tes, tendremos las dos equaciones: 
-arby=e0; art by—c—o, 
ó:las equivalentes ax + hy —=c; a/x + b/y= cl; y baxo este supues- 


to será determinada la qiiestion , puesto que tenemos tantas equas: 


ciones distintas é independientes como incógnitas. 
En- el caso en que sin desaparecer enteramente el éñidad a 


a 


- de la última division contenga solo cantidades conocidas , inferirémos: 


que las dos Esa propuestas son contradictorias; porque aquel * 


resultado nos da á conocer que los primeros miembros no pueden 
tenér divisor alguno comun; y que de consiguiente: á las equaciones 


les falta la indispensable condicion sin la:'qual ¡no se pueden; verifin , 


car ambas 4 un mismo tiempo. En efecto, para que tuviesen esta 
condicion, seria necesario que fuese nula una cantidad cuya magni.. 
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tud está determinada en la propuesta de la qtiestion; y esto es un 
absurdo manifiesto, Tiene pues este caso mucha analogía con el 
del $. 68. 

192: Todo lo que acabamos de decir se aplica fácilmente 4: dos 
equaciones qualesquiera ; ed 
AR Pal Quia RM o Te +Ut—o 
an Plan ia Plana pl lo ZiZ0, 
en las quales suponemos que la segunda incógnita y esté envuelta en 
los; coeficientes PyQP!,:Q1 Sc. Con los primeros miembros de és- 
Las dos equaciones efectuarémos la misma serie de operaciones que 
si buscásemos 'su máximo común divisor; y en llegando 4 un résiduo 
enel. qual no sé halle la +, lo igualarémos á cero; y así tendrémos 
la equacion final, que solo tendrá la incógnita y5 y en habiendo de. 
terminado algun valor de esta última incógnita, lo sustituirénios en 
£l último ó en el penúltimo '8zc.- divisor, el qual igualado á cero, 
Nos dará el valor. correspondiente de la otra Ancógnita Teo oo i001 
7 Aun nos resta que hacer sobre este método de eliminar las in- 
cógnitas una advertencia muy importante. Ya se sabe que en la in- 
=vestigacion del máximo: divisor comunes necesario executar ciertas 
multiplicaciones 4 fin de conseguir que el primer término del poli- 
nomio dividendo sea exáctamente divisible por el primer término del 
divisor. Ahora bien » ¡si nO:se tiene cuidado, de que.con estas multi. 
plicaciones no se introduzcan factores comunes, saldrá “mas compli- 
cado de lo que. debiera el résultado final; bien que en :procurando 
que sean losmas sencillos. que puedan ser. los, multiplicadores que 
se empleen, no debe; haber. el menor ;irezelo: de que la equacion final 
haya padecido alteración alguna. Si Acerca de esto quedare alguna du- 
da, se pueden omitir, con solo el objeto de salir de el] 
tiplicaciones auxiliares ó subsidiarias; de este modo 
de los términos del «quociente y del residuo serán f+ 
duciendo. estas á un comun denominador , resultará por numerador 
el mismo residuo, y por consiguiente ¡la misma equacion final: que 
por el método. general anteriormente prescrito hubiéramos. hallado, 
De lo expuesto se infiere que el deducir de dos eguaciones con 
dos incógnitas la equacion final es un problema determinado, y que 
no admite mas de una solucion; Pero no por eso se debe inferir que 


a, aquellas mul- 
los coeficientes 
acciones; y re- 
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una equacion final no puede pertenecer 4 mas de una sola combina- 
cion de equaciones con dos incógnitas; antes por el contrario debe- 
mos estar en la inteligencia de que una misma equacion final puede 
pertenecer 4 una infinidad de: diferentes combinaciones de equacio- 
nes fundamentales. No se necesita mas que seguir un Órden retró- 
grado al que seguimos en la indagacion del máximo divisor comun, 
para formar á nuestro arbitrio aquellas diferentes combinaciones de 
equaciones. Pero como esta qiiestion sea de poquísimo uso en las 
Matemáticas elementales, no merece que nos detengamos á hacer 
todas las advertencias minuciosas 4 que podria dar motivo. Esta es 
una de aquellas cosas que se deben dexar á la sagacidad de los lec- 
tores inteligentes, los quales sabrán seguramente hallarlas por sí mis», 
mos en caso que les ocurra alguna ocasion que les haga conocer la 
necesidad de ellas. | 

193 Euler en vez de buscar por el método ordinario el máximo 
divisor comun de los primeros miembros de las dos equaciones pro- 
puestas, se vale de un arbitrio mucho mas cómodo, que darémos á 
conocer proponiéndonos las equaciones siguientes: 

A+Px+Q00+R=o0 

¿ a2tpPlo+pQ/0+ Rosso. 

Si representamos por.» —« el factor comun que adquieren los 
primeros miembros de estas equaciones luego que está determinado el 
valor de la y, podrémos considerar al primer miembro de la pri 
mera equacion cómo un producto cuyos factores son x—«, y otro 
factor de segundo grado w*-+ pe +43 y al primer miembro de la 
segunda como otro producto de vu por el factor de tercer grado 
Ai pa+qa+r!; siendo p y q p” q! y 5 coeficientes a 
minados. Tendrémos pues: > ' 

A+srPrr+QrRR=( A A 
O ERES (2) (B+p + qg aer). 
Eliminando de estas equaciones el binomio »— «e como si fuera 
una incógnita del primer grado ($..84); hallarémos ia 
(O+rPei+loeR) (depa ao) 
(at+rPldrQUaAsrRo+ SS) (a+ pr+9). 
Siendo idéntica esta última equacion, y debiéndose por consiguiente 
verificar sin necesidad de asignar á w ningun valor particular; es ab- 


A A 
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solutamente indispensable que en el primer miembro -haya' tantos 
términos y con las mismas potencias de x= como en el segundo:; y 
que ademas sean iguales los respectivos coeficientes que una misma 


potencia de «tenga en los dos miembros. Efectuarémos pues las dos, 


multiplicaciones indicadas; ordenarémos los: términos de los pro- 
ductos con respecto: 4: las potencias dew; é igualando los coeficién< 
tes que una misma potencia tenga en los dos miembros, resultarán las 
siguientes equaciones: 
P+p=P!+p5 Rp +04 + PAZ Rp RO, 
Q+Pp +9 =U +Plip+g5 Rg+ QM=Sp+R/g, > 
R=+0Qp'+Pg' +1 —R/+0Q/9+P/g; Rri=SG: 

No habiendo en estas seis equaciones mas de cinco cantidades in= 
determinadas, que son 9 p!,9,rl; y no pasando del primer gra- 
do ninguna de:ellas, se «podrán eliminar todas, y por último resul- 
tado tendrémos una equacion que no contendrá mas cantidades que 
P,Q, R,P!,Q”, R!, y S!; de consiguiente será esta la equacion 
final, puesto que en ella no habrá mas incógnita que la y. 

El método que acabamos de exponer se reduce en suma á mul- 
tiplicar cada uno de los primeros: miembros de las equaciones por 
un factor z cuyos coeficientes sean indeterminados para obtener dos 
productos de un mismo grado ; 4 :igualar:en seguida uno con otro 
estos productos; á reunir en un solo miembro todos los términos de 
ambos , ordenados con respecto á las potencias de la incógnita; y por 
último á igualar 4 cero ó hacer que se desvanezca el coeficiente de 
cada una de estas potencias. De este modo lo ha presentado Euler 
en su introduccion al. analisis de los infinitos. Designando por k el 
exponente del grado de los productos, el multiplicador del primer 
miembro de la equacion del grado m deberá ser del grado k—m, y 
el de la equacion del grado 1 habrá de ser del grado k=5: Cómo 
el primer término de cada uno de los multiplicadores tiene por coe- 
ficiente 4 la unidad, el primer multiplicador tendrá k.—»m coefi- 
cientes indeterminados, y el segundo k—n; y de consiguiente el 
número total de coeficientes indeterminados será 2k=m—n. En la 
reunion de los dos productos debe haber un número % de términos 
«en donde se halle alguna potencia de la XL; pero no es necesario ha- 
cer que se desvanezcan mas de k= 1 coeficientes, porque el de la 

TOMO II, XX 


e 
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potencia mas elevada de + se desvanece por sí mismo. De esto se: 
sigue que el número total 2k—m-—n de coeficientes indetermina- 
dos deberá ser igual 4 k— 1; y de consiguiente el exponente k del 
- grado de los productos deberá 'ser igual á m+1n— 1. Deberémos 
pues multiplicar por un factor del grado 2— 1 al primer miembro 
de la equacion del grado m, y por otro factor del grado m —1 al. 
primer miembro de la equacion del grado 2; y por último igualar 
entre sí los coeficientes que cada potencia de xw tenga en los dos pro- 
ductos: lo qual es justamente lo que hemos preciso en el exem- 
plo propuesto. be TR 
Es digno de observarse que este primer método de Euler contie- 
ne el gérmen del que Bezouf nos ha dado con tan prolixa extension 
en su teoría de las equaciones. 
194 «Eropqurámongs eliminar la incógnita x de lasi 'equaciones 
we +Po+Q=03. a i+Plo+0Q/=0;) 
- en las quales es fícil ver que deben ser del primer grado los multi: 
plicadores del factor comun x —a; á saber, ++p3 7 + p/; tendré- 
mos pues: R=0; R/0;3$/—0; ¿059/05 1/0; y resultará: 
P+ p! =P '+p p= p! =P—P! 
be =0 qe9—e=0—0 
Qp =p Qp—Qp/=o. 


“De las dos primeras equaciones se deducirá : 


ea br RL 


PERE sio 
A 
LES PAP 


y sustituyendo en la tercera, resultará: 
(PP) UP (0000 =(P=P)P/Q—(Q—0Q) 0, 
o. (PPOCPU—QOPN+(0—0Q/)*=o0. 
-. Ahora es necesario dividir la cantidad 4? +Pa-+Q por el fac= 
tor supuesto 1-+fP para tener en el quociente el factor »— a que 
debe ser comun á los primeros miembros de las dos equaciones pro- 
puestas, y que igualado á cero nos dará el valor de % representado 
¿por «. Quando efectuemos esta division despreciarémos el residuo, 
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que es cabalmente la equacion final; y siendo el quociente a +P— p 


lo igualarémos á cero, y deducirémos : 2=p—P; y poniendo en 
lugar de p la expresion que antes hemos hallado de su valor , resul» 


195 Con el objeto de que se exerciten los principiantes, indica- 
rémos la serie de operaciones que se deben efectuar para eliminar la 
xw de las dos equaciones 24+Pat+Qr+R—o, y 4 —+—Pla + 
Q/x +R/0, en cuyo caso tendrémos 0, + —0($. 193), Y 
resultarán estas cinco equaciones : A 

o Pp =P! +p; 
Q+Pp +97 Q' + Plp+g; 
R+0Qp +P/= R' +0Q'p +P?; 
Rp +07 R'p+Q1; 
Ry=R'g; 
á las quales se les puede dar la forma siguiente: 
pp =P—P! - 
ts: ¿E bre A a 
Qp—Qp +P'¿—P=R—R! 
R'p —Rp! +Q/3—Q7'=0 
R'g—Rg 0. 

Por medio de las reglas del $. 88 podríamos ciertamente deducir 
de quatro qualesquiera de estas cinco equaciones los valores de las 
quatro incógnitas Ps pls 7» q"; pero siendo tan sencillas, como son, 
la primera y la última equacion, nos será fácil obtener con mayor 
prontitud el resultado final. Hagamos, para abreviar, > 

) P—P'—0+; Q—Q'— el; R— R'Z01; 
y de la primera y de la última equacion deducirémos : 


P =p PL 


Sustituyamos estas expresiones en las otras tres equaciones; y ha- 
ciendo desaparecer el denominador R, se transformarán en estotras: 
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(PP) Ro —(RZRI)g=R(Pe— el, quprta) o 
-(Q— 0) Ro—(P/R=PR)¿=R (Qe e (b) 
RARO Ry (UR — ORG Reniciniaalo) 
Si ahora deducimos ($. 88) de las equaciones (a) : (2) los va- 
lores de p y de g, suprimiendo el factor R comun á los numeradores 
y al denominador, tendrémos: . 


Pe PR PRO—(R— — RO (Oe —eM) z 
PPD ORPO AIRE. 
 R(QQS) (Peel) — RPP!) (Qe—=el) 
CEPA PRI) = (QQ) (RRN' 


Sustituyendo estas expresiones en la equacion (c), resultará una equa- 
cion final divisible por R; y efectuando esta division, quedará redu- 
cida á la siguiente: 


(RR [(Pe—e) (PIR=PRO—(R=RO (Qe—eN] 
—(UA—QR) [(Pe—e1(Q— 0) —( PP") (Qe—ely] = 
A —(0—Q0)(R—R); 


en la qual solo falta reponer en lugar de las letras e, ge , ell las expre. 
siones á que equivalen. 

196 Si se nos propusieren tres equaciones fundamentales de un 
mismo problema , designadas por € » GQ) (3), y en, las quales se 
hallen combinadas tres incógnitas T,Y,Z, podrémos por medio de la 
regla precedente eliminar qualquiera de las incógnitas de dos quales 
quiera de las equaciones, á la , por exemplo, de (1) y (2) Despues 
podemos eliminar la misma incógnita de otra combinacion de equa= 
ciones, como de (1) y (3). 6 (2) y (3). El resultado de estas dos. 
eliminaciones será una combinación de equaciones en las quales se 
hallarán solo las 1 incógnitas y, 2. “Eliminando ahora de estas dos equa- 
ciones la incógnita y, por .exemplo , obtendrémos la equacion final 
que solo contendrá la z. Pero es necesario observar que efectuando 
esta sucesiva £liminacion, no. concurren del mismo modo las tres 
equaciones propuestas á formar la equacion final, porque una de 
ellas se emplea dos veces, y las otras dos no mas de una. De aquí 

proviene que la equacion final sale mas complicada de lo que debie- 
_ ra, por haberse introducido un factor extraño que nada tiene que ver 
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con la:qiiestion ( $: 84). Bezout en su teoría de las equaciones se ha 
valido de un arbitrio que no está expuesto á este inconveniente; y 
ha hecho ver que el exponente del grado de la equacion final que por 
la eliminacion debe resultar de qualquier número de equaciones comple: 
tas de qualquier grado, y que contengan igual número de incógnitas, 
es igual al producto de los exponentes de los grados de estas equación 
wes. Poísson, profesor en la escuela. politécnica , ha dado de la misn 
ma proposicion una demostracion mas breve y mas directa que la de 
Bezout;. pero como las nociones preliminares que exige no nos per= 
miten ponerla aquí, la expondrémos en el complemento, 


De la indagacion de las raices comensurables y de las raices ¡gua 
les de las equaciones numéricas, | 


197 Despues de haber dado 4 conocer las principales propieda- 
des de las equaciones algebráicas y el modo de eliminar las incógni- 
tas quando'se hallen: combinadas “muchas en cada ' equacion', “vamos 
á tratar de la resolución numérica «de las 'equaciones' finales'ó con 
. Una sola incógnita; es decir, del modo'de averiguar sus raices quan» 

do sus coeficientes estan expresados por números. * > / 

Ante todas cosas conviene” tener entendido que en no teniendo 
el primer término de la equacion mas corficiente- que la unidad, y 
siendo números enteros todos los demás coeficientes, es decir, todas 
las cantidades conocidas que entran en la equación, ninguna de ss 
raices reales podrá expresarse por una Jfraccion; sino que forzosa- 
mente habrán de ser números enteros 6 cantidades incomensuvables. 

Para demostrar esta proposicion supongamos que la fraccion ir- 
reducible + se haya sustituido en la equacion general o 


BETO OA 
as Par ¿+ 0Q eto... +Tr++U= O; 


. «* No tenemos hasta ahora resolución alguna general de las equaciones 
de los grados superiores al quarto;5 y si ya á decir verdad, la única que 
podemos mirár como completa es la de las equaciones del segundo; CN 
que las fórmulas que conocemos para hallar las raices de las equaciones 
de tercero y quarto grado son muy complicadas, padecen excepciones, y 
no son tan cómodas para: la práctica como los métodos que vamos 4 ex- 
plicar. De qualquier modo , se las puede yér en el complemento, 
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y. que por.la sustitucion. se.reduzca 4 cero el ptimer miembro,' co- 


a : 
mo se requiere para que E sea valor de la. z, Ó raiz de la equa- 


cion, Te ndrémos pues; ; 
Ned $ an—3 


Dn y Es Su a 
3 qn 1 ES a PTFAUZO ; 


y multiplicando por 5% todos los términos , Se aa la últi- 
ma equación en estotra: be 
AP ne: da Tapa —a UP 

la de viene Ú ser: - 

a PIPE) hitos + Ta 24 UNO, 

El primer miembro' de esta última equacion se compone de dos 
partes expresadas por números enteros: la segunda de ellas es exác- 
tamente divisible por b; yl o no lo es ($. 98), pues que se 


supone reducida la fraccion > á su mas simple expresion, ó que a 


y bno tienen ningun divisor comun. Es por consiguiente imposible 
que estas dos partes sean, iguales , como es indispensable; para que la 
una pudiese destruir 4 á la otra. o 

198 A conseqiiencia de esta observacion; se he <ctiado den vér 
la utilidad de hacer que desaparezcan las fracciones de una equacion, 
6 de transformarla. en otra cuyos coeficientes sean todos números 
enteros, sin dexar de ser la unidad el coeficiente del primer térmi- 
no. Esta transformacion se executa: haciendo la incógnita propuesta 
igual. 4 á otra nueva, incógnita dividida por el producto de todos los 
denominadores de los quebrados; y despues se multiplican todos los 
términos por el mayor denominador que haya en la nueva equacion. 

Aro por Pe transformar la equación 


q . . an? cba. Le - A, - - 
a RN O e o 
m Lia YO PoR 
en otra que no tenga quebrados;.y para ello harémos 4 rt, y 
map” 
poniendo esta expresion de x en la equacion propuesta, resultará: | 
icisinnos ) 3 3 a S qm b Cros 
Pos : E e 
101799 minis Ed a , mn?p. Pp r 


y culta por min P todos los términos de esta última equa- 


A 
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cion, resultará transformada la primitiva en Otra que no debe ya 
tener quebrado alguno, por razon de que en el multiplicador min3p3 
estan contenidos todos los factores de todos los denominadores: > 

2 y api bip ys cmón3p+ o: 

Quando los primitivos denominadores mMm,n, p tengan factores 
comunes , bastará, dividir. la nueva incógnita y por el mínimo 'mulz 
tiplo comun «de. todos aquellos denominadores. Estas simplificacio- 
nes se ocurren inmediatamente 4 qualquiera que comprehenda el ob= 
jeto de esta transformación +"y' de consiguiente no hay necesidad 
de que nos detengamos á explicarlas: «nos! slimitárémos sólameñe 
te á hacer observar que si todos-los denominadores fizesen iguales á 


1, bastaria hacer =2, 


se transformaria en A 
: E 
=> 
y multiplicando por m3 todos los términos; tendríamos: 
y ci RUBÚkay + bmytecdnt—o. 
En habiendo hallado los valores que de: esta equacion resulten 


para la y, se les dividirá por m, y se tendrán los que de la equacion 


, 


0 


primitiva deben resultar para la 4; puesto quer. eTomo 
2 AO ILL SL 


por consegiiencia sea y=wmx, los, valores de y serán los de a multí. 
plicados por m, y por esta razon se dice que:esta transformacion 
equivale á multiplicar por m las raices de la equacion propuesta, 

ha 199 Ahora, supuesto que en siendo a la raiz de la equacion 


yr +Pa*- £ + 07 RE brota ER Txr+ U— 10) s tenemos 


E n - N— TI n—2 . ' s : oie 

U=-—o0"=Pa —Qain iv Ta ($: 179), es consiguien- 
te que 4 haya de ser uno de los divisores del número entero U; 
y así quando este número tenga pocos divisores será £í 


E 


cil Sustituira 
los sucesivamente en lugar de + en la equacion propuesta, y por 


este medio se reconocerá si tiene ó no alguna raiz comensurable. 
Si se nos propone, por exemplo, la equacion 13 —61 427% 


e e 
e 
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— 38=0;:atendiendo 4 que el número 38-10 tiene mas divisores 
que los números 1, 2,19, 38, irémos sucesivamente sustituyendo: 
estos números;, así: positiva como negativamente, y werémos que solo 
el número entero: + 2 «satisface 4:la equacion propuesta, y de con- 
siguiente 2 = 2. Dividirémos' despues por 122 el: primer mier - 
bro de la equacion Propuesta; é igualando á cero'el quociente se 
formará la equacion 2? —44=+H 190, cuyas raices son AR 
nidos) y resoltiéndola Dari que en la equacion 10:00 

loa ai 6g* + 270 —38=0 ena 
admite la % los tres el siguientes: 3 005 


dei E Ry, e V=7% Es 


200 El método que acabamos de indicar para descubrir el nú- 
mero entero que satisface-4:una. 'equacion y vienes4 ser: Casi impracti- 
cable quando el último término de esta” aqhiacion tiene muchos divi- 
sores; pero de la equacion, Sr 

U=—=a" — Par"? mu A — Ta 
se deducen nuevas condiciones que abrevian mucho el cálculo. A fin 
de hacer mas perceptible el mctadas lo eplicinteos A la equacion 
general de quarto grado; .. ona Y 
ve+Po4Qué+Ro + Ss O. 
Representando como antes por a la raiz, tendrémos: 
aH+Pa+Qa+Ra+S=0; 
' S=— Ra —Qa' —Pai—at 
de donde se io que 


ERA BA 
a ) a ) 


| $ 
Esta última equacion nos hace ver qe — debe ser un número 
; , 4 Y 


entero. 
> Teasladando dd R al Primer milo! gen ió 


S ; 
— ER, y —a!; 


Ss 1 
haciendo para abreviar A ERR!, y dividiendo por a los dos 


miembros de la equacion 
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R'—T—la—Pat—a, 
tendrémos:; 
R! 
ys = — Q mc: Pa a 7] 
a 
R' 
*. donde concluirémos que e debe ser un número entero, 


Y 


R! E 
Pasando Q al primer miembro; haciendo —-+Q=01; y divi-, 
a 


» ? > ' 
diendo despues los dos miembros por a, obtendrémos: E Pas 


/ 
de donde concluirémos que e debe ser un número entero. 
4 


ON 
Pasando por último P al primer miembro; haciendo CiáP=PÍ, 
E 
p! 


y dividiendo por a, tendrémos: —=—r. Reuniendo las condicio- 
; a 


nes que acabamos de enunciar, verémos que el número a no podrá 
ser raiz de la equacion propuesta como no satisfaga 4 las equaciones 
siguientes: ee 
: Q/ pl 


—+R=R!; Boo” —+P=P!;, —+1=0, 
a a e e 


de modo que R”, Q/ y P? sean números enteros. 

De aquí se sigue que para cerciorarnos de si uno de los divisores 
a del último término $ es ó no raiz de la equacion propuesta de 
quarto grado, es necesario 

1. Dividir el último término por el divisor a, J añadir al quo- 
ciente el coeficiente del penúltimo término, es decir, el de la primera 
potencia x de la incógnita: 

2. Dividir esta suma por el divisor a, J añadir al quociente el 
coeficiente del término antepenúltimo, es decir, ' el del quadrado xz 
de la incógnita : 

3 Dividir esta suma por el divisoy 2, y añadir al quociente 


el coeficiente del cubo x3 de la incógnita: 


4 Dividir esta suma por el divisor a, y añadir al quociente la 


unidad, ó el coeficiente de la quarta potencia x* de la incógnita ; y 
si el resultado fuere igual á cero, será el divisor a raiz de la equa- 
cion; pero si alguno de los quocientes so fuere número entero, 6 no 
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pe ar ei 


AAA A ri 


ETE alo - ci DAI 
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Juere cero el vesultada de la última adicion, podrémos estar ciertos de 
que a mo es raiz de la equacion propuesta, ( cae : 

Las mismas reglas pueden aplicarse á las equaciones de otros qua- 
lesquiera grados; pero es necesario tener entendido que así en las di- 
visiones como en las que hemos llamado adiciones, se debe atu" * 
á los signos. Por manera que las adicioñes se convertirán en sustrac= 
ciónes siempre que' el coeficiente y el quociente 'que deban sumarse 
tengan signos contrarios. Así sucederá en todas las equaciones quan- 
do lleguemos 4 sumar el último quociente con el coeficiénte 1 del. 
primer término; pues de lo contrario no podria el resultado reducirse 
4 cero, como'es indispensable para que el divisor a, que hayamos 
elegido, sea raiz de la equacion, * 

“201 Quando 'se iplican estas reglas á exemplos particulares, se-piñe- 
de disponer el cálculo de manera que se hagan á un mismo tiempo 
las sustituciones de todos los divisores del último término, y descu= 
brir quál de ellos sea raiz de la equacion propuesta. : á 

Sea, por exemplo, la equacion particular de quarto grado 
at—90+230 200 +15=0; y dispondrémos el cálculo del 
modo siguiente: A. 

de A E PAS e rt 15 

Ty => 9, de Br ID) —I5, TIT mudan sl 

Da 3 ir 234 21, 

PEpdal 7. Di E las orciild Job 
+18, +18, +88, o. des 
 +.6, +18, —58, | 
— 3 +90, —67, 
— 1, +9, +67, 
ÁS simisón bi O. 9 qc! 0 MA Le 
Todos los divisores del último término. 15 estan colocados por órden. 


* No seria difícil demostrar por lo expuesto ($. 180) que las cantida- 
us e RE PE 
des representadas por dé tomadas con signo contrario son los, 
coeficientes del: quociente del polinomio 14-+ Px3 +Q0* + Rzx+S divi- 
dido por el binomio 2—4. Por manera que el quociente de esta division 
deberá ser: 


, 
A AO 
y 4 


3: DE ALGEBRA, > E 
de magnitud, tanto-con el signo + como con el signo —, en la pri. 
mera línea, que llamarémos la línea de los divisores a. 

La segunda línea contiene los quocientes del número 1 5 dividi- 
do sucesivamente por todos sus divisores ; y así la llamarémos la lí- 


. S z AS; 
nea de las cantidades —. 
a 


y : , a 
La tercera línea se ha formado añadiendo'4 cada una de las can - 
tidades de la línea precedente el coeficiente —20 de la primera po- 
tencia de la incógnita 1; y de consiguiente es la línea de las canti- 


IS 
dades representadas por R/ =p ER. 


La quarta línea contiene los quocientes de cada número de la 
precedente dividido por el divisor que le corresponde, y esta es la 


. R! . QS] 
línea de las cantidades —; bien que se han omitido todos los quo- 
a 


cientes que no eran números enteros. 
La quinta línea resulta de los números escritos en la anterior aña- 


didos al número 23 que multiplica 4 a”; y esta línea comprehende 


las cantidades representadas por Q/, 
La sexta línea contiene los quocientes de cada número de la an- 
terior dividido por el divisor que le corresponde;- y contiene las 
¿e 
cantidades representadas por —, 
a 


La séptima comprehende las sumas de los números de la prece- 

dente y del coeficiente — 9 que multiplica 4 23; y así se: hallan en 
| ae , ) : 

ella las cantidades representadas por Sa P=P., 

: = 


La octava en fin se obtiene dividiendo cada uno de los números 

. e . . P! 

de la anterior por el divisor correspondiente, y es la línea de —; 
a 


y no hallándose — 1 mas: que en la coluna que 4 su cabeza tiene 
+3 en la línea de los divisores, inferirémos que la equacion pro=' 
puesta no tiene mas de una raiz comensurable, la qual es +3; * de 


* Formando el quociente con arreglo 4 lo observado en la nota ante- 


+—9r4 231 — 207 +15 
A 


- , x nt 3 
rior , hallarémos que E == grs. 


¡9 
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| manera que el primer miembro de la equacion será exactamente di- 
WEN visible por x—3.+ hi 
El ¡A . En la tabla que Esriñtinos para qualquiera otra equacion, podré- 
mos omitir los divisores +1 y. :—13 porque la sustitucion-de estos 
¡ITA se efectúa directamente en la equacion propuesta con suma prontitud 
o " ¡1 y facilidad. 

Me 202 Sírvanos de nuevo exemplo la equacion particular de: ter- 
cer grado 1? —74*==36:0. Despues de haber reconocido por la 
0 | sustitución directa que los números + 1 y —I no satisfacen á esta 
NA equacion, formarémos por las reglas precedentes la tabla que sigue, 
1 teniendo presente que por mio hallarse en esta equacion la primera 
' potencia de la incógnita w, debemos: considerar al término en que 
il correspondía estar esta potencia como si su coeficiente fuese cero. 
rel Es pues necesario omitir la tercera Ms y deducir inmediatamente 
Má de la segunda la quarta. 

036, +18, +12, +9, + 6, + 4) + 3 + 22,3, =4, —6, — 9, —12, —18, —36, 

1 + Ip 2) 4 3) 4 43+6, + 9, +12) +18, —18, —12, =9%)—6=4=3h=2= T 


E 


| Ñ lí La ie —6, —3, +2, 1525 m3; — 6; 
S O as PS RES 
o o 0 


En este exemplo se ve que hay tres números que satisficen 4 152 
das las condiciones, los quales son: +6, +3. y —2; y así se ob- 
tienen 4 un mismo tiempo las tres raices de que es susceptible la 
equacion propuesta, y se reconoce que el primer miembro de ella es 
el producto de lós tres factores simples 46, == 3 y U+2. 
203 Conviene observar que hay equaciones literales que se trans- 
forman muy fácilmente en gquaciones numéricas. Si tuviésemos, por 
exemplo, 

PH pS 
haciendo a po resultaria: 
posrpr—eapr+ri4p 0; 
y como todos los términos de esta equacion pueden dividirse por p, 
la reduciríamos á 


a 


a+ 20 — 9304140; 


AA ES A e a AR 
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y en habiendo averiguado que el binomio «+7 es el único divisor 


comensurable del primer miembro de esta última equacion, ó lo que 
es lo mismo, que ¿=—7; será fácil inferir que en la equacion li- 
teral propuesta el único valor comensurable es y =—7f- 

La equacion literal que hemos propuesto es de las que se llaman 
equaciones homogéneas, porque no haciendo cuenta de los. coeficien- 
tes numéricos, Contiene cada uno de sus términos igual número de 
Factores. * E 

204 Suponiendo ya determinada una de las raices de una equa- 
cion, podemos mirar como incógnita la diferencia entre esta raiz y 
qualquiera de las otras; y por este medio obtendrémos una equacion ' 
de un grado inferior al de la propuesta, y en la qual pueden obser- 
varse muchas propiedades notables. 

Sea la equacion general 


Mm Pam! +00 GR, +Tx +U=o0;. ) 
representemos pora, bc, d. Sic. sus raices; y sustituyendo en ella 
a=+y en lugar de x, y desenvolviendo las potencias, tendrémos: 


m(m—i1) 


a” e aia Pr +”) 
e. 2 X y Fl Es . mix 5 
Pa” 4 (m—1) Pa” =2 y ETA ) Pa 


+Qa”"> ER oe E a rá 


Se 000 


+Ra 34 (m3) Ro? A y a =Ra A 


y El “1, 
” 


cantodrsicovolo recono rcrnananio EAS: E e: 
+Ta +—!I) 
-+U 


En cuyo resultado la primera coluna debe reducirse á cero, pues- 
to que a es una de las raices dela equacion. Podemos. pues suprimir 


* Los lectores que quieran ver tratada con mas extension la averigua- 
cion de los divisores comensurables de las equaciones numéricas y. literales 
podrán acudir á la parte tercera de los Elementos de Algebra de Clairaut, 
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esta coluna; dividir despues por yitodos los términos restantes; y 
tendrérios entonces: b or 
dile 
ma” "E POD a A .. +Hyrl 


¡pila allí - 


A A ls 


+(m—3)Ra”—4 e A ja AO partos 
+T | 


Puesto que las m raices de la equacion primitiva eran a, b, c Go.; 
las m— 1 raices de la última equacion , que se llama /a transforma- 
da, serán 9Zb—a; y —¿—a; DEZA ZA lin carnes Gl. 
> Representemos la equacion transformada por-la expresion sis 
guiente: Oh 
Ad IA prrrrenasacaiócas EY PTI Z O 000. (d); 
haciendo para abreviar ' ' 
ma” + (m—1) Pa m2 QA 8 caccaio TA; 
mm— 1) M2 PA ión =B 
Kc. E 7 
y designemos por V la expresion 
aa TQ riiiccicoooso e Ta + U, 

205 Si la equacion propuesta tuviere dos raices iguales; si por 
exemplo fuere a«=b, habrá forzosamente de ser cero uno de los ya. 
lores de y; á saber, b—a; y de consiguiente deberá verificarse la 
equacion (4) haciendo en ella y—=0. Esta suposicion hace por de- 
contado que desaparezcan todos los términos que contienen la y, 
que son todos los:de la equación; excepto el enteramente conocido 
A; luego para que se verifique la equacion es necesario que este úl- 
timo sea nulo por sí mismo; luego si la equacion propuesta tuviere 
dos raices iguales á a, este valor deberá satisfacer á un mismo tiem- 
po á las dos equaciones 
V=0; A=0. 
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Quando la propuesta tenga tres raices iguales á 4, de modo que 

sea a=b—c, se reducirán 4 cero dos de las raices de la equacion 
(d), que sor ó—a y c—a; en cuyo caso será el primer miembro 
de la equacion (d) exactamente divisible dos veces consecutivas por 


Y 70 CS. 17936 por y. Y como no pueda esto verificarse sin que 


hayan desaparecido enteramente los coeficientes 4 y B, es necesario: 
que el valor de a satisfaga á un mismo tiempo 4 las tres equaciones:: 
PEN «Vo; 40; B=o0. 0979 

Continuando el mismo razonamiento se puede hacer ver que 
quando la propuesta tenga quatro raices iguales, la equacion (d) 
tendrá tres raices.iguales 4 cero ; su primer miembro será exáctamen- 
te divisible tres veces consecutivas por y; y como esto no pueda ve-. 
rificarse sin: que sean; nulos' 4 un mismo tiempo los coeficientes A, B 
y C, es consiguiente que el valor de a satisfaga á un mismo tiempo 
á las quatro equaciones 

ARO Vi03 Amo; B=0; C—0o. 

«Por este medió no solo podrémos: reconocer si una raiz 4 ya co- 
nocida se halla repetida muchas veces entre las de la equacion'pro- 
puesta, sino tambien nos será fícil deducir un método general para 
averiguar, aun antes de conocer raiz alguna, si la equacion tiene ó no 
raices iguales: Ó repetidas, 

Para.esto es necesario:observar que en el caso en que sea. 4ámo, ó: 

ma” +(m—1) Pan 201773004 T=o0; 
podemos considerar á la cantidad :a como raiz de la equacion 

ma" (m1) Pa (m— 2 a Tío; 
indicando entonces. una incógnita qualquiera; y puesto que a es. 
tambien raiz de la. equacion M—=0, 047" +Pa"" + 80. —o, 
es consiguiente ( $« 189) que 2—a sea un factor comun de los pri-, 
meros miembros de las dos equaciones anteriores. 

Convirtiendo asimismo a en x en las cantidades B , C ác. ven- 
drá á ser igualmente el binomio *—a factor comun de los prime- 
ros miembros de las nuevas equaciones B =0, C—o0 éc. , siempre 
que la raiz 4 reduzca á cero las cantidades primitivas B, C Kc. 

Lo que acabamos de decir respecto de la raiz 4 convendrá 
igualmente 4 qualquiera otra raiz que se halle repetida muchas veces; 
y así buscando por el método del máximo comun divisor los facto- 
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res comunes de los primeros miembros de las equaciones 
V=0; A=0yB=0; C=03:8c. 

estos factores comunes nos darán 4 conocer las raices iguales de la 
propuesta, en el órden siguiente: : y 

¿Cada uno de los factores que sean comunes solo 4 los primieros 
miembros de las dos primeras equaciones , será dos veces factor del 
primer miembro de la propuesta; es decir, que si las cantidades re- 
presentadas por Y” y por A tuvieren por comun divisor una expre- 
sion de la forma (1—4) (+=), por exemplo, la incógnita y: 
tendrá dos valores iguales 4 a, y otros dos iguales 4 8; Ó lo que es 
lo mismo, el primer miembro de la propuesta tendrá estos quatro 
factores (12 ); (124); (1—=B); (108). a Y 

Cada uno de los factores comunes: de los primeros miembros de 

las tres primeras equaciones anteriores será tres. veces factor de la 
propuesta; es decir, que si los primeros son de la forma (2—ae) (r—L), 
por exemplo , los segundos serán de esta: (2—=a Y, (2—fY. Del 
mismo modo se pueden continuar: estas consideraciones hasta donde 
se quiera. 1 26 :- ¿e 
206 Es muy importante observar que la equacion Á—0, que 
por la sustitucion de x en lugar de 2 viene ¿ ser: : 

m4 (m— 1) PX?" (m—a) Qu "BT o, 
se deduce inmediatamente de la equacion V—=>0, 6 de la propuesta 

E QT A Ur==0';: 

multiplicando cada término de esta última por el exponente de la 
potencia de x que se halla en él, y rebaxando una unidad al mismo 
exponente: acerca de lo qual se debe advertir que siendo el término 
U equivalente ¿4 Ux x?, no debe producir en esta operacion término. 
alguno, porque uno de sus factores deberia ser cero, es decir , el exo 
ponente que en la equacion: propuesta tiene la w. De la equacion 
Á—o0 se deduce la siguiente Bo, del mismo modo que Á—o0 
se deduce de V 0; de B—0 se deduce C —0, lo mismo que de 

=o0 se deduxo B—0; y así sucesivamente *. 


+ En la mayor parte de los libros elementales se demuestra, bien que 
de un modo muy incompleto, que el divisor comun de los primeros 
miembros de las equaciones V=0 y A—=0 contiene los factores iguales 
del primer miembro de la propuesta eleyados á una potencia cuyo ex- 


I 
= DE ALGEBRA. mE ES | 
hi ar doctrina por medio cé 
n el objeto de aclarar mas esta Lion 
ate ó no raices iguales en ] 


exemplo, propongámonos averiguar si hay 
E : 


a —130* 4671 — 171 + 2164 —108 = 
ste caso la equacion A=0 viene 4 ser 
tg10 41010 — Mr 21 
los primeros miembros de la propuesta y de 
a? +2: —18. Siendo del tercer grado” éste 


=0; £ 


ener varios factores; es pues necesario. indagar si 
de éHos es tambien divisor exácto del primer miembro de la 
on B=0o0, la qual es en este caso : 


200 — 156%" + 402% —342 0; 
estigacion , hallarémos que el binomio += g es factor PP 
el divisor que antes hemos hallado. Esto equivale 4__ 
máximo divisor comun de V, de 4 y de P;” 


E 
[Primer migybro, ode la ameón pro» 


DS quilla equacion tiene tres rai- 
iguales 4 3. Dividiendo despues el primer divisor comun por 
uantas veces consecutivas se pueda, es decir, dos veces, re= 
timo quociente -—:2. Y como este binomio no sea fac- 
tor comun mas que del primermiembro de la equacion propuesta y 
del de la eguecion 40, debemos inferir que (.—2)* es otro 
factor del primer miembro de la propuesta, y de consiguiente esta 
equacion esequivalente á (a— 3)? (2—2)*=0. 

208 Las raices de la equacion (d) serian las diferencias entre la 
raiz b y cada una de las otras, si en ella pusiéramos ben lugar de a; 
las diferencias entre la raiz c y cada una de las otras, si en ella pu- 
siéramos c en lugar de a; y como sin embargo de ser tan diferentes 
estas sustituciones, conservan estas equaciones la misma forma y 
los mismos coeficientes, y se refieren todas á la misma equacion pro- 
puesta, se puede generalizar la misma equacion (4) de modo que 
sus raices sean las diferencias de todas las raices de la propuesta com- 


Ponente tiene una unidad menos que en la misma propuesta Esto se pue- 
de inferir fácilmente de lo anteriormente expuesto; pero hemos creido 
mas conveniente dexar esta proposición para el Complemento ,- donde se 
halla demostrada de un modo que nos parece sencillo y nuevo. 

TOMO II. ZZ 
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Pa binadas de dos en dos. Para esto bastará eliminar laa de la equa- 
Sion (4) y de estotra: ON 

ARA OA TA UV BR 

que debeverificarse para que la cantidad representada por a sea r 

de la equacin propuesta; porque no dependiendo el resultado mas - 


at 


Mx que de los coeficióntes, y “o quedando en él vestigio 
raiz representada por a, debefuconvenir á toda 
Elexponente del grado de la equació, final h: 

porque el número de las raices de esta última equaW 

a—=b,a—c, ad Kc. 

b—aj be, bd Ke. 

ea, c—b, cd Sc. 
será igual al número de las permutaciones. que se pueden formar 
do de dos en dos las m letras a, bh, c Sc., atendiendo 4 sus dif 
tes Situaciones. Ademas, supuesto que las cantidades a—b y bh 
A—c y T— 4 br y. th Sc. solo se diferencian en el s 
prescindiendo de este seráiíguallas de dós en dos las raices de la 
ma equacion final; por manera que Yuando hayamos descubierto, 
exemplo, que y=«, podrémos tener certeza de que será tg 
y=-=a«. De aquí se infiere que no debe esta equacion cgy 
potencias de la incógnita que las de exponente par; porque su primer 
miembro debe ser el producto de: cierto número de tictores del se- 
gurido grado, tales como y —«”—(y—0u)(9+2a) ($. 184). 
Así que toda lr equacion vendrá 4 tener esta forma: 

A ADE ed SS 

la qual, haciendo y?=x, se convertirá en estotra: 2" pz” "+ 
qa totpti+44u03 y equivaliendo la incógnita z al quadrado' 
de la y, las raices de la última equacion serán los quadrados de las 
diferencias de las raices de propuesta. 

Conviene observar que siendo precisamente reales las diferencias 
de las raices reales de la propuesta, serán positivos los quadrados de 
aquellas diferencias, y que por consiguiente los valores de z serán 
todos positivos siempre que todas las raices de la equacion propues» 


ta sean reales, ora sean positivas, ora negativas. 


n-etiy +10) 


Sea, por exemplo, la equacion : 
a— 70 +70; 
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y haciendo en “ella a+ y, se transformará 64 estotra: 
¿ aA+3ga ye za + 
| Ml A 25-=0; 


$ 


a A 


y" qe +7 
0 y suponiendo eee a Yepresente ata e Me raíces de la equacion pro- 
E puesta, sería? —74 +70. Suprimiendo pues este trinomio en 
la, transformada; dividiendo por y Jos términos restantes, y orde= 
nándolos con respecto á las potencias de a, tendrémos: ga? + 3ay+ 
y" —7=0, Eliminando la a de esta última equacion y de la anterior 
a—71+5730 procedente de la supósicion de que a es una de 
las raices de la propuesta, resultará la equacion final y?—42y* + 
441)” —49=0, cuyas seis faices son las diferencias de. las raices 
de la propuesta. Haciendo 2=Ñy*, la última equacion se transforma» 
rá en estotra: E 

22 422 +A 4124990 
cuyas raices serán los quadrados . de aquellas diferencias. 


209 La sustitucion de a+ y en vez de x en qualquiera equacion 


k 
propuesta : : 


a spPa TRY. pUT—O(4. 204), 
sirve tambien algunas Veces pará hacer que desaparezca ¡uno de los 
términos de esta equacion: En tál caso se ordenan los términos de la 
transformada con respecto: 4 las potencias de la y; y se considera la 
cantidad 4 como una segunda incógnita, cuyo valor sé determina 


igualando ¿4 cero el coeficiente del térmiho que -nos propongamos ha- 
cer desaparecer. Por manera que siendo la equacion general frans- 


my 


formada: 
yema TA mon aya” 
Py IA (mi) Pa” A e Pa”! 
+QO TR Qro? 
Urtrrrn tor trrcrsarrptarsaronoransrdreroroor Ererrrstrrrortrraror...... 


+U ) 


si querémos que desaparezca él segundo término de esta, harémos 


== 0» 


ma=P—=o0; y deduciéndose de esta suposicion que a=— 2, sus- 
m 


tituirémos este valor en la trahsformada, y así no quedarán en ella 
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mas términos que los que llevan las potencias 9”, 972 973 6, 
Se A Di esto se sigue que para transformar qualquiera equacion en 
3% otra que carezca de segundo término, se debe sustituir en lugar de 
la primitiva incógnita un binomio compuesto de otra nueva incógni- 
ta y de un quebrado cuyo numerador sea el coeficiente del segundo 
término, y cuyo denominador sea el exponente del primero, antepo- 
niendo á este quebrado el signo contrario al que tenga el mismo se- 
gundo término de la equacion propuesta. 
* —Propongámonos, por exemplo, transformar la equacion 1? + 
6x* —3+4o en otra que carezca de SBAaO término; y Con- 
forme á la regla prescrita harémos =y—Í=»y— 2. Sustituyen- 
do este binomio en lugar de la «, y desenvolviendo las potencias, 
tendrémos la siguiente equacion transformada: 
$—6y+12y— 8 > 
+0 — 247 +24 ¡=> 


—2y" +6 
| > 3 +4 J 
la qual se reduce 4 y? —135y+260; ; 
donde no aparece ya el segundo término, es decir, el que deberia 


contener el quadrado de la nueva incógnita y. 

Si la transformada hubiese de carecer de tercer término, esto es, 
del que contiene la potencia y” *, igualaríamos á cero el conjunto 
de las cantidades que multiplican esta potencia; y para determinar 
el valor de « tendríamos que resolver esta equacion de segundo 


grado: 22 mr OD a+ (m—1)Pa+Q=o0. 
. 2 

Del mismo modo, para conseguir que la transformada careciese - 
del quarto término, tendríamos que resolver una equacion de ter- 
cer grado; y así sucesivamente, hasta el último término, que no 
podrá desvanecerse sin determinar el valor de la a por medio de la 
h equacion 

ar+ParTIi Oda”. Uo 

absolutámente semejante 4 la propuesta. 

La razon de esta semejanza se descubre con facilidad. Igualar á 
cero el último término de la equacion transformada, es suponer que 
uno de los valores de la incógnita y esigual Á cero; porque en toda 


Odd 
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equacion que carece: E término «enteramente Debaccido: es cero uno 
de los valores de la incógnita. Y como haciendo y=0 en la equa= 
cion 2==y= a resulta w=a,-es claro que para hacer desaparecer : 
el último término de: la «transformada es: necesario, que la cantidad ¡ 
asea uno de los valores de.2 ,Ó. lo que-.es lo mismo, una de las il 
raices dela primitiva, equacion propuesta: Í 

Las varias transformaciones que hasta aquí hemos efectuado con ' 
las equaciones, nos pueden haber dado idea de otras muchas por 
medio de las quales podemos conseguir que las raices de la transfor= 
mada tengan con las de la propúestá la relacion que queramos. 

210 Algunas veces es necesario descomponer el primer miem- 
bro de una equacion' en factores de un grado superior al primero; | 
y no siéndonos posible explicar aquí con alguna extension los di- | 
ferentes medios que se pueden emplear para conseguir esta des- | 


composicion, pondrémos solo un exemplo, para dar siquiera 4 co- 'l 
nocer en qué consiste la dificultad de esta investigacion. 
Propongámonos hallar los factores de'tercer grado del primer 
miembro de la equacion 1 
a —240 + 124 —110+70; 


representemos uno de estos factores por | 
no apa aer Ú 

cuyos coeficientes p, q, + son indeterminados, y deben ser tales que | 

+ el primer miembro de la equacion propuesta sea exactamente divi- 1 
sible por: el factor en l 


Is A +px* + ter, | 
con. independencia absoluta de los valores que pueda tener la r. | 
Ahora:bien, efectuando la division, resulta por residuo | 

—(P—2p=24p+r=12)4* > | I 

—($9—pr— q — 1249 +11)0 E 

— (pr —qr— 24r — 7); q 

expresion que no puede desvanecerse por sí misma y.con indepen- | 
dencia del valor de =, sinque las"cantidades representadas *por las ES ¿ 
létras p, q, Y sean tales que se reduzcan á cero los tres polinomios en 
que se hallan combinadas en el residuo de la division. Exige pues la 
giiestion propuesta que se verifiquen estas tres equaciones ; | 
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| t, Papa gp rar" 

a —¿— 249 += LIPFZZTÓO 

Pr —qr—2qr—7=0. 

Estas tres equaciones: se deben pues mirar como las expresiones 
algebráicas de las condiciones necesarias para determinar los valores 


E] de las incógnitas £> 7 y 15 y ¿4 la resolucion de estas equacionées se 
Aa ' reduce toda la dificultad de la qiiestion propuesta. 


1d Método para resolver por aproximacion las equaciones numéricas. 


| 

el 211 Luego que nos hayamos cerciorado de que ninguno de los 

divisores del último término de una equacion es valor de la incógni- 

ta, podemos, tener seguridad de que la equacion no tiene raiz alguna 
comensurable; y ya entonces nos es forzoso recurrir 4 los métodos 
de aproximacion, los quales estan todos fundados en este principio: 

Siempre: que: hallemos, dos cantidades que sustituidas en vez de 
la incógnita en el primer miembro de una equacion, froduzcan dos 

h resultados con signo contrario, podemos tener certeza de que la equa- 

| úl | cion tien: una raiz real, comprehendida entre las dos cantidades que 

hayamos sustituido. 

118 Si, por exemplo, en el primer miembro de la equación 13 
131" +72 — 10 sustituimos sucesivamente 2 y 20 en lugar de la 
Y. , €D vez, de, reducirse 4',cero comio: la equacion: requiere resultará 

— 31 de la primera sustitucion, Y + 2939 de la segunda; y de aquí 

debemos concluir que la equacion propuesta tiene una raiz real com. 

: prehendida entre 2 y 20, es decir, mayor «que 2 y menor que 20, 

- Como. ,tendrémos. freqiientemente. necesidad de: expresar estas 

dos relaciones. de: desigualdad ,-harémos'de aquí en adelante uso de 

y los signos > y < de que se sirven los algebristas para indicarlas, co- 

locando la cantidad mayor al lado de la-abertura- del signo; y así 

5 escribirémos : 

% 22, para indicar que ves mayor que: 2; 
r<20,para £xpresar que y es:menor que 20. 

Para demostrar la proposicion precedente, podrémos hacer el 

siguiente razonamiento? reuniendo por una parte los términos po- 

sitivos de la equacion propuesta » Y por otra los términos negativos, 


el primer miembro vendrá á ser; 
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a 7 — (ga) 
Ahora bien, quando hemos sustituido 2 en AR dex, el resultado 


ha sido negativo, pórque'en estas hipótesis 0¿+7%<130 +15 y 


salió positivo quando se hizo: += 20, porque entonces a44+72> 
13*+.1. Vemos, pues, no solo que las dos cantidades represen= 
tadas por 347% y 13%* 41 deben aumentar cada una por su 
parte quando se sustituyan en vez de 4 números mayores, sino tam-= 
bien que la primera:aumenta con mas rapidez que la segunda, pues- 


to que de menor que era, ha venido 4 ser mayor que esta. Los va- 


lores que se sustituyan en vez dela 7, pueden tomarse tan próxi- 


mos como se quiera unos á otros; y. de consiguiente se puede ha- 


cer por este medio que las dos cantidades propuestas aumenten por 
grados-tan pequeños como: se juzgue conveniente. Si, pues, los gra- 
dos de aumento de la primera cantidad son mayores que los de la 
segunda , de modo que no solo compensan el exceso que esta lleva- 
ba, 4 aquella, sino tambien hacen que por el contrario la segunda ven- 
ga á ser menor que la primera; es claro: que debe existir un mo- 
mento, por decirlo así, en el qual se igualen ambas cantidades. ,, No 
“n de. otra manera, dice Lagrange, que dos móviles que habiendo 
» partido de dos puntos distintos 4 un. mismo tiempo, corren por 
» un mismo camino en un mismo sentido con desiguales velocida= 
» des, y llegan á un mismo tiempo á otros dos puntos distintos, pe: 
» ro de modo que el móvil que al principió iba detras, se:haya pues- 
» to delante del otro; esbea ¡necesariamente haberse reunido en al- 
» gun punto del camino.” 

Es pues indudable que si dos indades sustituidas. en lugar de 
la x producen resultados con signos contrarios, debe por precision 
exústir alguna otra cantidad, de cuya sustitucion resulte 
: 4470130 +1, 
ó6-lo que es equivalente, 

a+730—(130 +1)—0, 
a—ig0 +7% +10. 

La cantidad, sea qual fuere, cuya sustitucion produzca este res 
sultado, es precisamente la raiz de la equacion propuesta. 

Lo que acabamos de observar en la equacion particular 43 — 132* 
+7%—1=0, se puede, aplicar 4 qualquiera otra; y para, que 


NI OS 
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sea mas perceptible lo.que sobre este-particulaf nos proponemos de- 
cir, representarémos por P la «suma de:todos los | términos positivos 
del: primer miembro de la equación; por NV la de:los negativos ; por 
a el valor de x , cuya sustitucion ha producido un resultado negatia, 
vo; y por b el que ha producido un: resultado positivo. Como no 
puedan verificarse estas dos circiristancias sin que en la primera sus= 
titucion sea P< Ny y :en la segunda: P->N; inferirémos que pués la 
Ml cantidad que era menor ha wenido á ser mayor. que la otra, debe 
Ml exístir un valor de + mayor que a y meñor que 5h, de cuya sustitu- 
| cion resultará P= N, 6 lo que es lo mismo, P—N—0. 
En vista de este razonamiento podrá: parecer necesario que los 


iy valores sustituidos en lugar dé la*x sean ambos positivos 6 “ambos 
negativos; porque quando” tienen: signos diferentes, el valor'negativo: 
hace que varíen de signo los términos de la equacion que tengan po- 
tencias de exponente impar, y por consiguiente las cantidades repre- 
| sentadas por P y N' no estan compuestas de un' mismo modo en 


! ambas sustituciones. Pero desaparecerá qualquier duda'que' sobre esto. 
P pl pueda ocurrir, con solo hacer: ==0; pues'de.este modo la equacion 
018 propuesta se reduce á su último término:, y este ha de: tener forzo= 
HH 


samente un signo contrario'al del resultado de'alguna de las dos 'sus- 


tituciones que anteriormente suponemos: hechas. Sea, por exemplo, 


la equacion 
ES 


ata 3at— 1 530; 
19 y haciendo en ella «—=— 1 y 1 =>, sé convierte su primer miem- 
p bro respectivamente en +12 y —45. Si 4 pesar de tener signos" 
contrarios” estos resultados, se dudase de que debe existir una raiz 
4 de laequacion entre —1 y +2, supongamos 2.0, y todo" el 
primer miembro se reducirá 4 — 3; luego: las dos sustituciones ==o, 
+ =— 1 dan dos resultados con signos contrarios, y de consiguien- 
te existirá entre cero y — 1 una raiz de la equacion propuesta. Para 
| : mayor confirmacion. dé esto sustituyamos'— y en lugar de 7; y se 
transformará la equación en estotra: 


en la qual será EEN : 
PIAR rs NGN. S 
Haciendo p—0, será P<N; quando y= 1,setáP>N. 


! | 
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Se puede, pues,:en este caso discurrir del _Mmismo modo que en 

el anterior, y concluir que la equación transformada tiene una raiz 
real comprehendida entre o y +13 de donde se sigue que la équa= 
cion propuesta debe tambien teneruna raiz real comprehendida en- 
7 0 y —1; y Por consiguiente entre lós valores +2 y —r, que 


TES 
primitivamente: se as tl yerons y que produxeron los resultados 


+12 Y —45. . s ¿a Py 3 Re 
No pudiendo ocurrir mas casos que los que acabamos de exá- 


minar, podemos ya mirar como suficientemente probada la propo- 


sicion que intentábamos demostrar. 
212 Antes de pasar adelante observarémos que, sean quales 
fueren el grado y los coeficientes de una equacion, se pueden siem- 


pre asignar números que puestos en lugar de la incógnita hagan que 
el primer término valga mas que la suma de todos los demas. Bien 
fícil es convencerse de la verdad de esta asercion, en habiendo ob- 
servado la rapidez con que crecen las diferentes potencias de qual- 
ujer número mayor que la unidad CS» 126). Entre estas poten- 
cias la mas elevada excede tanto mas á las que le son inferiores 
quanto mas considerable es el número de que se trata; de manera 
que este puede ser tal, que el exceso de una de sus potencias sobre 
cada una de las otras inferiores llegue 4 ser mayor que qualquier 
cantidad dada por grande que sea. Veamos, pues, cómo podamos 
determinar algunos de los números que tengan la condicion enun- 
ciada. .. 
Es claro que el caso menos favorable seria aquel en que todos 


los coeficientes “de la equacion fuesen iguales al mayor de ellos; es 
decir, si en lugar de la equacion 


a+ PEQUE cccccarnoricios + Tar U 0, 
tuviésemos 
a+ SS ccccrccmaónono E SEE S0, 
ó lo que para el caso es lo mismo, 
A O MIRADO GALA DEA 
representando por $ el mayor de todos los coeficientes P, Qui: 7, Y 
pi pl primer miembro de esta última equacion baxo la forma 
A Y 
AER tener presente que 
TOMO 11, AAA 
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Mad qn 0 pr os E ($ 1=- = CS. 158) 
Poll 
il y pde esta expresion Pe en aho del polinomio en: 

il ' cerrado dentro del paréntesis, se- convertirá el primer mA de 
mill S(a”—1 Se = l 
NA la equacion en an — Di Ó en an — eN. 
ME! E E, ¿4 E E 

MH si ponemos Men n lugar dex, resultará ; 

ba , ' n y M m S e 
MN MM A A 
WE! M—i M—xiI 
sM* 


o 


cantidad que será indudablemente positiva si hacentos M"Z A y 


Si dividimos ahora los dós miembros de esta equacion pór M”, ras 
HN sultará: 


) [fuman 


S 
36 M=W+1. 
MEET 
| : Sustitayendo, pues, en lugar de x el mayor de los coeficientes 
q de la equacion aumentado de una unidad, podemos tener entera sé- 


WN guridad de que el primer término será mayor que la suma de todos 
| tt : los demas. 
0 El número M podrá ser Menor que el que acabamos de asignar, 


siempre qué habiendo en la equacioh varios términos positivos y - 
otros varios negativos, no fuere nuéstro intento hacer que el primer 

término sea mayor que la suma de todos los demas, sino solo que 

la suma de los términos positivos sea mayor que la de los negativos; 

18 : pues para esto” bastará hacer que el primer término sea mayor que la 

suma de los términos negativos; y esto $e conseguirá tomando MM | 
igual al mayor coeficiente negativo aumentado de una unidad. 

di Supuesto que en la equacion 

SIA —Q a. e y 

si hacemos 20, se reduce 4 —U el primer miembro; y si hace- : 4 

mos 1 =$ =<+r, debe ser positivo el resultado de la sustitucion, de- 

berémos inferir que ningun número mayor que $-+ 1 podrá ser raiz 

de la equacion propuesta, y que de consiguiente todas sus raices po- 

sitivás han de estar precisamente comprehendidas entreo y S+1, * 


* A estos valores, entre los quales estan comprehendidas las raices de 
una equacion, se les suele llamar límites de ellas; sin que por esto deba 
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“Pot el mismo medio se puede tambien descubrir uni límite de 

las raices negativas, y para esto sustituirémos —y en' lugar de + en 
la equacion pro puesta; y cambiarémos todos los signos de la trans- 
formada para hacer positivo el primer término si resultase negativo 
(4. 178). Por esta transformacion:se consigue que los:valores po- 
sitivos de y correspondan á- los: valores negativos de 1; y recípro= 
camente; y de consiguiente si fuere Rel mayor coeficiente negati- 
vo de la equacion transformada, será R-+1 un límite de los valores. 
positivos de y, y por Ara —R— 1 será el de los walores 


negativos dew. > 0 besliesí qu. 2jbis4 * 
> Por último, osi ia hallar un. e mas PrÓximo: que 


NM 


- dy; Í á 
cero 4 ves menor de las Dic, sustituirémos — en higar de + en la 
5 . h Y * . 


equacion' propuesta, y prepararémos la transformada con ca 
lo présctito ($: 178): Siendo los valores de-y inversos: de los dex 

corresponderá el: mayor de -los primeros “al menor de los en 
dos, y (A Luego si S/ +1 indicase:el límite superior: de 


can valores de- y, Ó si tuviésemos 9<SM+tr, y de consiguiente 


E y + 8 deducirómos de aquí que 1<(S +1)2x; y última- 


e. 


ET : 
mente: o E ae 83 


En efecto, se ve ficilmente que sin alterar la cds de des- 
igualdad de dos cantidades separadas por los signos < 6 >, se las 
puede multiplicar ó dividir por una misma cantidad, (Ó se les pue- 
de sumar ó restar la misma cantidad; por manera que en las expre 
siones en que hacemos uso de los signos > y <, se vefian cen está 
parte las mismas propiedades que si en ellas estuviese el signo de 


igualdad. 


entenderse otra cosa sino que ninguna raiz puede llegar Á ser igual 4 
ninguno de aquellos valores. En el tratado de la resolucion de las eqra- 
ciones numéricas de Lagrange se pueden ver fórmulas para hallar límites 
mas próximos de las raices que los que-nosotros hemos indicado. Sin em- 
bargo , lo que hemos dicho basta para hacer ver que las proposiciones fun-= 
damentales de la resolucion de las equaciones son independientes de la 
idea del infinito. 


Pi 


Ni 
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21 3. De lo dicho se sigue que toda equacion de- grado impar tie- 
ne precisamente una rajz real con signo contrario al de su último tér- 
mino 5. porque si se toma un número Mtal que el signo de la cantidad 
AMP PMIE TA QMOPA + IMHU. 
no dependa mas que del de su primer término: M”; en siendo impar 
el exponente; será positiva aquella: cantidad si el número M es po- 
sitivo, y. negativa si lo fuese él múmeto supuesto;, porque en siendo 
impar el exponente m, será M” del mismo signo. que M. Sentado 
esto, si:el último término Utiene el signo: +, y sehace =—M, 
saldrá un resultado con signo contrario al que da el supuesto de 
+ =0; por lo qual se ve que: la propuesta tiené=una raiz entre o y 
— M, es decir, negativa. Si el último término U tuviere el signo —, 
y se hace + M, se hallará un resultado con signo contrario al 
de la suposition de =0; y por,consiguiente en este caso estará 
comprehendida la raiz entre o y +HM, es decir, será positiva. 

214 Quando: la.equacion propuesta sea de un grado par, per- 
manecerá positivo: el primer,término M4”, sea qual fuere el signo 
que se dé:4 M, y por tanto no podrémos tener certeza alguna, por 
lo anteriormente expuesto, de la existencia de alguna raiz real, siem- 
pre que el último término tenga el signo +; puesto que, ora se ha- 
82 1 =0,0ra 4 M, se hallará en todos casos un resultado po- 
sitivo; pero siendo negativo el término U, se hallan haciendo su- 
cesivamente 1—-+M, 0, x= M, tres resultados precedi. 
dos respectivamente de los signos +,— y +; y por consiguiente 
la eguacion, propuesta ha de tener en este caso dos raices reales por 
lo menos: la una positiva comprehendida entre:M y o, y la otra 
negativa comprehendida entre o: y —M; luego toda equacion de 
grado par, cuyo último término sea negativo, tendrá por lo menos 
dos raices reales, la una positiva y la otra negativa, 

215 Pasemos ya á resolver por aproximacion las equaciones nu- 
méricas; y para hacer mas comprehensible lo que dirémos sobre este 
particular, propongámonos desde luego, por exemplo, resolver la 


equacion 


2440 —30 + 170. 
Siendo — 4 su mayor coeficiente negativo, debemos inferir ($. 212) 
que su mayor raiz positiva será menor que 5. Sustituyendo en ella 
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— y en lugar de y, se transformará la propuesta en estotra: 
YH 4H yA 27205 
y teniendo la transformada positivos todos sus términos, es mani. - 
fiesto que el valor de y debe ser negativo, «y-por consiguiente el 
dex ha de ser precisamente positivo. Es, pues, visto que la equa- 
cion propuesta no podrá tener raiz alguna negativa, y que. todas 
sus raices -reales estan comprehendidas entre:o y +8. 
El primer método que «se nos,ocurre para descubrir límites mas 
aproximados, se reduce á suponer sucesivamente 21; 22; 
23; 145 y viendo que dos de estos números, sustituidos en: la 
equacion propuesta dan resultados con signos contrarios, tendrémos 
en aquellos números otros nuevos límites de las raices. Ahora bien, 
haciendo en la equacion 
x= 1, se convierte su primer miembro en +21; 
A Y errrrrenn o rre pde nro parra nnenannnna cmo tr anar nccnancnnas 95 
IT Qrsernsodapo rason con prnrebi once rrnrzonnnnacnncrncess ET BO 


Vemos pues que esta equacion tiene dos raices reales, una de 
ellas comprehendida entre 2 y 3,-y la otra entre 3 y 4. Para apro- 
ximarnos mas á la primera tomarémos el medio 2,5 entre los dos 
números 2 Y 3.» Entre los quales sabemos que está comprehendida; 
y haciendo x = 2,5, el resultado de esta sustitucion serás 

+39,0625 — 62,5 —7,5 + 27 — 3,9375; 

y siendo como es negativo, nos hace ver que la raiz que buscamos 
se halla entre 2 y 2,5- Tomando un medio entre estos dos núme- 
ros saldrá 2,25 ; pero dexando por ahora las.centésimas , y:supo= 
niendo que 2,3 es el valor de x, podemos estar ciertos de que cono- 
cemos la raiz que buscábamos , con diferencia de menos de una dé- 
cima de la unidad; y en caso que deseemos aproximarnos mas á 
la exáctitud, nos podrémos valer del método siguiente debido á 
Newton. 

Harémos 4=2,3 +) y al tiempo de sustituir este binomio en 
la equacion propuesta, tendrémos presente que y representa una 
fraccion muy pequeña, y que de consiguiente su quadrado y demas 
potencias superiores son despreciables. De este modo tendrémos: 


A 


== 


A 


AA 
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at=(2,3)+4(2,3) y 
— 410 —=—24(2,3 *—12(2,3) 
A 0 dB 
+27 +27. 

Por medio de estas sustituciones se convertirá la equacion pro- 
puesta en ; 0,5839 —17,812y=0; 
de donde se deduce que 

=-—-2:5%39 

a 17,812* 
En esta primera:operación no pasarémos de las centésimas, y re- 
sultará: E : 
DIG E J=—0,03; 1 2,3 —0,03 2,27. 

Para obtener un nuevo valor de y mas aproximado á la exácti- 
tud que el precedenté , Supondrémos += 2,27 +p?; y sustituyendo 
este binomio en la equacion Propuesta, sin*hacercaso mas que de 
la primera: potencia de y, el resultado: dela sustitucion-sérá 


00459585918 /0464689/=03 0 
de donde se infiere que 3,58 2013 
| e e «A 
18,046468 ei PSP 
y por consiguiente 4= 3,267 5- Repitiendo estas operaciones pode- 
mos por este método aproximarnos quanto queramos al vérdaderá 
valor de 2.57" NA ió 
Del mismo modo podemos ha!lar que el valor aproximado de la 
segunda raiz real comprehendida entre 3 Y 4 es 3,6797, le: 
vando- la aproximacion hasta las diezmilésimas de la unidad: 5 
2:16 Podrémos venir en conocimiento del grado de aproxima- 
cion que por este método conseguimos , buscando el límite de los va- 
lores de los términos que se desprecian en las sustituciones. 
Si la equacion propuesta fuere 
a” Pam! E O IN G=g 
la sustitucion de 4-+ y en lugar de 7 dará por resultado el primero 
que hemos hallado ($. 204), sin haber lugar en él reduccion: alou- 
na; porque no siendo a en este caso raiz de la equacion, sino solo 


un valor aproximado de x, no se puede reducir 4 cero la expresion 
a” —+h Pa” ds A Ta=+U, 
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Representando esta última: por V, la equacion que enel $. cita- 

d designamos por (d), se transformará en la siguiente: 
> A B € 

Vd aaa =h . As RA A rl Fo e , 

pos DA ph 


de la qual se deduce que 


EN Y gar A+ 
Despreciando las potencias de y superiores á la primera, viene á que 


dar e el error es 
yJ= A Le 


By* Cy? pl ds 


TAE 1.2. 3 A ar! 
En caso que a no difiera del verdadero valor de x mas que en 


Moni á , I É , 
una cantidad menor que -— a, el error será menor que el número 


que resultaria poniendo E a qee de y; lo qual daria: 


q ra E E qn (5) “al) 


aembola pues esta cantidad én el supuesto de y =— De NOS Cer= . 


; i “o A ; V 
ciorarémos de si es Óó no despreciable en comparacion de qa y 


guándo sea tan considerable que no se la deba despreciar, será ne- 
cesario buscar para 4 un número mas inmediato al verdadero va- 
lor de x. 

Por conclusion, en habiendo determinado algunos valores de 
9, y, 9" Kc. si advertimos que estos valores forman una serie de= 
creciente, no nos debe quedar la menor duda de que nos vamos 


aproximando mas y mas á la exáctitud. 

217 El método que acabamos de exponer es conocido con el 
nombre de método de las sustituciones sucesivas. Lagrange lo ha 
perfeccionado considerablemente en las Memorias de la Academia 


de Berlin (años de 1767 y 1768). En primer lugar ha observado 
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que sustituyendo solo números enteros, podia muy. bien suceder 
que pasásemos por encima de muchas raices sin echarlas de ver. Con 
efecto, si tuviésemos, por exemplo, la equacion 

(13) (23) (43) (2—4)=0; 
y si en lugar de > sustituyésemos los números Oy 1, 2,3 Éc. "pan 
A] saríamos por encima de las raices 3 Y sin echar de ver su existencia; 
A: porque tendríamos: 


h (o—3 (03) (93) (04) =+IX Ex 3x4 =>h 2 
MUA ODA 1 ASA 2 
E resultados que por. ser ambos. positivos no pueden indicarnos la 
existencia de raiz alguna, sin embargo de estar comprehendidas dos 
entre los dos valores sustituidos. Fácil es ver que esto proviene de 
eN que la sustitucion: de 1 en lugar de > hace variar al mismo tiempo 
l : los signos de los dos fictores 2 — 3» 1 —h por manera que siendo 
ambos negativos quando se ponia cero en lugar de x, vienen ambos 
á ser positivos quando se hace L=1; pero si en lugar de x hubié- 
Edd ramos puesto un número comprehendido entre 7 y 7, solo el factor 
( | x — 3 hubiera mudado de signo, y se hubiera obtenido un resultado 
'ó negativo. Ms 
Así sucederia precisamente si hubiésemos sustituido en lugar de x 
números cuya diferencia fuese menor que la de las raices 3 y 2, Si 
e hubiésemos, por exemplo, sustituido 2, 72 5, $, £ 8c. hubieran 
| resultado dos variaciones de signos. * ie naa 
Se podria acaso objetar contra lo que acabamos de decir, que en 
¡ haciendo desaparecer los coeficientes fraccionarios de una equacion 
h todas sus raices reales han de ser números enteros ú cantidades irra- 
cionales y de ningun modo fracciones ($. 197); pero se ve con faci- 
h lidad que aun las cantidades irracionales » así como las fracciones, pue- 
den ser tales que se diferencien en menos de una unidad. 
eN En general, aunque una equacion tenga muchas raices reales, no 
aparecerán variaciones de signos que nos las indiquen, siempre que 
las sustituciones hagan cambiar los signos de un número par de 
factores. Para evitar este inconveniente, es necesario que cada dos nú- 
meros de los que vayamos sucesivamente sustituyendo, desde el me- 
nor límite hasta el mayor, tengan una diferencia menor que la mj- 
nima de las diferencias que pueda haber entre dos raices de la equa- 


a 
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cion propuesta. Por este medio los números que sustituyamos estarán 
precisimente comprehendidos entre las raices consecutivas; y las 
sustituciones no harán variar de signo 4 mas de un factor. Esta ope- 
racion no exige que conozcamos con exáctitud la mínima diferencia 
de las raices; basta que tengamos conocido un límite al qual no 
pueda ser inferior. 


- Para determinar este límite podrémos formar la equacion cuyas 
raices son los quadrados de las diferencias de las raices de la pro“ 
puesta ($. 208). | 

Sea esta equacion Ñ 
epa ga ta Rm O. (DD); 
y para obtener el límite menor de sus raices, harémos ($. 212) 


I a 
2=55) la equacion (D) se transformará en estotra: 


Er I 


I I 
rad + enconersso E —Á AE YU TO 
D yo—I gas v 


y multiplicando por v” todos los términos, tendidos la siguiente: 
1 “0 + 0 Rm a =o0. 
Despejando de su coeficiente 4 1”, será 


EA 1 
9” e y” AA A A 
u uu u 4 


». r i . . 
y sl representamos por — al mayor coeficiente negativo de esta 
u 


equacion, tendrémos: 


<z. No debemos considerar aquí mas 
— +I 
u ) 
que el límite positivo; porque es el único que se refiere 4 las raices 
reales de la equacion propuesta. 


, Pe u 
En conociendo por este medio el límite 


r » 
A ru 
u 


menor que el quadrado de la mínima diferencia de las raices de la 

propuesta, extraerémos de él la raiz quadrada, Ó al menos tomaré= 

mos el número inmediatamente menor que aquella raiz; y este nú- 

mero , que designarémos por k, nos indicará la diferencia que debe- 

rá haber entre cada dos números de los que se han de sustituir. Así 
TOMO II. BBB 
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que, formarémos las dos series o, +k,=+2k, +3k,+ e, —Xk, 
—2k, —3k, —Gc., de las quales no tomarémos mas términos que 
los comprehendidos entre los límites, así de las raices positivas co» 


mo de las negativas de la equacion propuesta; y las variaciones de 
A signos que nos presente la serie de los resultados obtenidos por la 
pu sucesiva sustitucion de estos números en lugar de x en la equacion 
HN propuesta, nos indicarán sus diferentes: raices reales, tanto positivas 
| como negativas. 
UN : 218 Sea por exemplo la equacion 

! 0470 4H 70, , 
la qual ($. 208) nos ha conducido 4 la equacion 

2 — 422 +4412—49=0. 


| 
| 3 1 

dl Haciendo en esta ¿=—, y ordenando con respecto 4 las po» 
| ki 


tencias de lav los términos de la transformada, tendrémos : 
42 1 


4 9 —9 + rm 0; 
Hi 49 49 
e y como el mayor coeficiente negativo es 9, podemos tener certeza 


hi IÓ I 3 
M8 de que v< 10, y por consiguiente 2 > —-; será pues necesario to- 
! 10 


mar A =ó6< 


' 5 y esto se conseguiria haciendo k = 2; pero bas- | 
Me Lo 


x1 . . . 
ta suponer A = 3: porque si en la última equacion transformada sus- 
tituimos 9 en lugar de v, resulta ya de esta sustitucion una cantidad 


positiva , y así venimos en conocimiento de que v ha de ser menor 


; 1 - I 1 
ue 9, y por consiguiente 2 > —-; y k podrá ser —= — = —, 
parar! DE vV6 3 


El límite mayor de las raices positivas de la equacion propuesta 
Mi a? —7%+70€s 8; y —8 es el de las raices negativas; deberé. 
mos pues sustituir sucesivamente en lugar de » los números que se 
hallan en las dos series siguientes : 


a E E e 
3 3 3 3 3 
I 2 3 4 24 
EA TU: Bs | 
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Podria evitarse el tener que hacer uso de las fracciones haciendo 


/ 
T . . > 
*—= —— y Porque entonces las diferencias de los valores de x” serian 
3 
triples de las de los valores de 7; y si estas deben todas ser mayores 


que A aquellas deberán todas ser mayores que la unidad; y de 
3 " : 


consiguiente si en la equacion primitiva debíamos sustituir sucesivas 


mente las fracciones anteriormente indicadas, deberémos sustituir su= - 


cesivamente los números enteros 


De ds 2 y BQoonresccacacanenonnonss 24 

— 1) 2 y Y ernnancn con conccnncicoo —Á 24, 
en la equacion transformada w/? —631/+189—0. Los signos de 
los resultados de las sustituciones variarán de + 4i+5; de + 5 
¿+6; y de — 9 4 — 10: por manera que habrá dos valores Pposi- 
tivos y uno negativo: 


2/>4 y <5 e SL y < 
2>y - 55 py por consiguiente Eds e 
9 y 


y puesto que el valor negativo de a7 se halla entre — 


. 
, 


mios lim 
ue. 


— IO, Se 


hallará el de % entre = 2 y = Eno 


3 3 
Ahora que ya conocemos las diferentes raices de la equacion pro- 


. . I . , » 
puesta con diferencia de menos de — de la unidad, podrémos apro- 
3 ' / 


xímarnos mas al verdadero valor de ellas por el método prescrito 
CS) ] e 

219 Lo que hemos practicado en los exemplos que nos hemos 
propuesto, se podrá igualmente executar con una equacion. de qual- 
quier grado, y por este medio vendrémos en conocimiento de los 
valores aproximados de todas sus raices reales. Es verdad que en 
siendo algo elevado el grado de la equacion, es por lo comun muy 
largo y penoso el cálculo *; pero ademas de que en algunos casos no 
será necesario recurrir á la equacion (D), en otros pod:émos valer- 


* En el tratado de la resolucion numérica de las equaciones se podrá 


ver tambien un método dado por Lagrange para evitar el uso de la equa-' 
cion ( D). 
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nos, en vez de ella, de algunos otros medios que el estudio de los 
ramos ulteriores del analisis nos dará á conocer. 

Por otra parte harémos notar que las sustituciones sucesivas de 
los números enteros 0, 1, 2,3 Gc. en lugar de x= ofrecen en mu- 
chas ocasiones indicios suficientes para hacer sospechar que existen 
algunas raices cuya diferencia es menor que la unidad. En el último 
exemplo los resultados de aquellas sustituciones serian +7, + 1, 
“+ 1, +13 Gc.; y viendo que primeramente van disminuyendo y 
despues aumentando, tenemos fundamento para creer que entre los 
dos números sustituidos + 1 y +2 podrá haber dos raices iguales Ó 
casi iguales. Para salir de esta duda es muy buen medio sustituir en 
Ingar de la incógnita primitiva otra cuyos valores sean multiplos: de 


los de aquella. Haciendo por exemplo « = —, se transforma la 
o 


equacion propuesta en estotra: 
y ?—700Y+7000—0; 

la qual no es dificil ver que tiene dos raices positivas; una entre 13 y 
14, y otra entre 16 y 17. Y no se crea que para descubrir la exis- 
tencia de estas raices ha sido necesario hacer muchas sustituciones; 
porque si en la equacion propuesta sospechíbamos que las raices ex1s- 
tian entre 1 y 2,en la transformada deberán existir, en caso que las 
haya, entre 10 y 20; y en habiendo determinado, segun lo hemos 
hecho, que uno de los valores de y se halla entre 13 y 14, y el otro 
entre 16 y"17, sabrémos que uno de los valores de w se halla entre 
1,3 Y 1,4, y Otro entre 1,6 y 1,75 €s decir, conocerémos ya las 
dos raices positivas de la equacion propuesta con diferencia de me- 
nos de una décima de la unidad. 

220 Quando los coeficientes de una equacion que nos propons* 
gamos resolver sean números muy considerables , será muy conve= 
niente transformarla en otra cuyos coeficientes sean mucho mas pe- 
queños; y esto se consigue sustituyendo en lugar de la incógnita 
primitiva otra que sea parte alíquota de ella. Si tuviésemos, por 


exemplo, ; 
at—801?+1998%7* —14937% + 5000 0, 


haríamos + = 102, y resultaria : 
24823 419,982 — 14,9372 "0,5 = 0; 
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y si en vez de esta equacion tomamos estotra 
2482 +202 —1823+0,8 0 

que apenas se diferencia de la anterior; viendo, como no es dificil 
ver, que z tiene dos valores reales comprehendidos entre o y 1, y 
entre 1 y 25 podrémos seguramente inferir que la primitiva incógnita 
« tiene otros dos valores reales comprehendidos entre o y 10, y en- 
tre 10 y 20. 

221 Lagrange ha dado 4 este método de las sustituciones sucesi- 
vas una forma que tiene la ventaja de darnos 4 conocer inmediata- 
mente despues de cada operacion, quánto nos hemos aproximado 
al verdadero-valor de la raiz, y por otra parte no exige que conoz- 
camos previamente el valor Apra iodo con diferencia de menos de 
una décima. 

Representemos por a el número entero proximamente menor 
que la raiz buscada; y como lo que en tal caso nos falta para deter- 


; . ó I 
minarla con exáctitud , deba ser una fraccion , hagamos 2 —4-+-—; 


y 
y sustituyamos este binomio en la propuesta. De este modo la equacion 


transformada deberá tener precisamente alguna raiz mayor que la uni- 
dad ; llamando bal número entero proximamente menor que esta raiz 


I 
de L transformada, resultará po segunda aproximacion a E 


Pero Pe b con respecto 4 y lo que a era con respecto á 7, se 


.. 


: 1 
podrá en la equacion transformada hacer y = ¿4 —; y la nueva 
y! 


equacion transformada tendrá forzosamente una raiz mayor que 
la unidad. Llamando 2” al número entero proximamente menor que 


esta raiz, tendrémos: 
E I bb! + 1 
y A. JE = AP ps 
Poniendo este valor en la expresion del de x, resultará: 
” 
LI 4HR ——— 5 
bb! + 1 


y este será el tercer valor aproximado de x. Del mismo modo po > 


drémos hallar el quarto haciendo y] +7: ; y representando 


4 
! 

NN 
pi 
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por 0// el número entero próximamente menor que 97, tendrémos: 
Lp 
== +43 ei , 
de donde se infiere que 
bl E tn * 


y por último 

PD e y 
CA ia 
bb pl HU p? 


vt = 


y así sucesivamente, 


222 . Apliquemos este método 4 la equacion 147447 =0, 
Ya hemos visto ($. 218) que la menor de las raices positivas de 
esta equacion está comprehendida entre 4 y 3y es decir , entre x 


3 


I £ 
y 25 hagamos pues 1=1 +=; y tendrémos: 
a 


P—4 +3 SH 10, 

El límite de las: raices positivas de esta última equacion es g; y 
sustituyendo sucesivamente o, 1,2, 3>4.en lugar de y;:se echas 
rá pronto de ver-que tiene dos raices mayores que la unidad; de las 
quales la una se halla entre 1 y 2, y la otra entre 2 y g. De aquí re- 


r I . 
sultará pues += 1 eS T=1 HZ es decir, o—a , y a=2., 
Estos dos valores corresponden á los que antes hemos ya halla- 
do entre — y 2d entre 3 y To y cuya diferencia no llega 4 
a 
3 3 3 


una unidad. | 
Para aproximarnos mas al verdadero valor. de la primera raiz 


1 
que corresponde á b=1, harémos y —1 AX y tendrémos: 


Di hb imo0. 
Como la única raiz que esta equacion tiene mayor que la unidad 


. 5 3 
está comprehendida entre 2 Y 3, vendrá á ser pi +i= e O 


e 2 ; 1 
de consiguiente ¿14 ==, Suponiendo despues /=2=+-7, 
3 3 y 
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resultará : 
La única raiz que esta equacion tiene mayor que la unidad se 


halla entre 4 y 5; tomando pues el límite menor 4, resultará: 
P I 4 Is , - 212 
yMz2+—; ym t=2, we I iaa, 
13 13 


' : 
Ya no puede ocultarse quán fácil seria continuar por el mismo 


. , z , : 
método la aproximacion haciendo y/—=4=+=> y así sucesiva= 


yn . 


mente, 


Volvamos ahora al segundo valor de x, que por la primera apro-. 


ximacion sabemos ser >, y que corresponde 4 b—=2; hagamos 
2 


1 . . . 
=2+-—; sustituyámoslo en la primera equacion transformada 
si 


y tendrémos despues de haber mudado los signos para hacer positivo 
el primer término : En 
BH y — 29 —1I=0. 

Esta equacion no tiene, así como su correspondiente en la Opera- 
cion anterior, mas de una raiz mayor que la unidad, la qual se halla 


entre 1 y 2. Haciendo b/—= 1, resultará 9=3; A Hacien- 
3 
j I A e 

do del mismo modo y” =1+-7» y Sustituyendo en la segunda 


e 


transformada, tendrémos:; 
2 A 
cuya equacion tiene una sola raiz entre 4 Y 55 y de consiguiente 


PE AA > DY Si .., . A 
=2%;y=>=; + 1 quisiéremos continuar la aproxi 


5 


I 2 . 
macion , harémos y” = 4 + 77» Y así sucesivamente. 
+ pt 


La equacion a3—71+70 tiene ademas una raiz negativa 
comprehendida entre —3 y —4. Para aproximarnos mas á su 


O 
verdadero valor, harémos =— 3 ——; lo qual dará: 


Y —a0y —9y— 10; y> 20 y < 21; 
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de lo qual resultará: 
OE a ÓL 
=—3— as 


Y 
Para pasar mas adelante supondrémos y=20 + Uc., y ob- 


tendrémos sucesivamente valores cada 'vez mas aproximados á la P 
exactitud. 

Las diferentes equaciones transformadas, cuyas respectivas in- 
cógnitas son:y, 9”, y" 8r., no tendrán ¡ Jamas mas de una raiz ma 
yor que la unidad, mientras la propuesta no IS 1GA mas de una raiz 
comprehendida entre los límites a y a+1; pero si la equacion pri- 
mitiva tuviere dos Ó mas raices comprehendidas entre estos mismos 
límites, como ha sucedido en el exemplo anterior, algunas de las 
equaciones transformadas tendrán dos Ó mas raices mayores que la 
unidad, las quales darán orígen 4 diferentes series de nuevas equa- 
ciones transformadas, por cuyo medio nos irémos aproximando mas 
y mas al verdadero valor de cada una de las varias raices que la | 
propuesta tenga comprehendidas entre los límites a y +1. 

Para exercicio. de nuestros lectores les propondrémos la equacion 

a — 2% —$ 0; 


la qual tiene una raiz real comprehendida entre 2 y 3» Y puesto 


que los valores enteros de y, y! éc. serán ro, A IS 
1, 12 Kc. los correspondientes valores aproximados de x vendrán 
á ser: 
E So: 44 TAL 155: 570 73%. 1807 “IONES 
AO IL AA AR 275 349 624. 7837 
Despues de haber expuesto los métodos para hallar las raices 
reales comensurables é incomensurables de las equaciones numéricas, 
parecia natural que indicásemos cómo se hallan las ¡ imaginarias; pero 
como esta indagación requiere algunos otros conocimientos previos, 


hemos creido conveniente dexarla para el Complemento. 
De las proporciones y progresiones. 


223 Hemos visto en la Aritmética la definicion y 
las propiedades fundamentales de la proporcion y de la 
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equidiferencia , es decir, de las combinaciones de canti- 
dades que hasta ahora se conocian con los nombres de 
proporcion geométrica. y proporcion aritmética. Ahora 
aplicarémos el Algebra á aquellas primeras nociones, y 
por este medio deducirémos de ellas “algunos. resultados 
que son de un uso freqiiente en la Geometría. 

Observarémos en primer lugar que tanto la equi- 
diferencia como la proporcion se pueden representar por 
medio de equaciones. Sean, por exemplo,:.4, B,C,D 
los quatro términos de la primera, y 4, b,c, d los 
de la segunda; y con arreglo 4 lo expuesto CAritm., 
ÚS. 127 y III) deberémos tener B— 4=D-C; 

b d a » socia an a e 
7 =>57+ de cuyas equaciones, equivalentes á las ex- 


3 


presiones | 
A-B:C-Ds arb::c:d; 
se deducen fácilmente estotras dos: 
A+ D=B>+C; ad=bc; 

las quales nos manifiestan que en la equidiferencia la 
suma de los términos extremos es igual á la de los tér= 
minos medios; y que en la proporcion el producto de los 
términos extremos es igual al de los términos medios, 
como lo hicimos ver en la Aritmética ($$. 127 y.11 3) 
por razonamientos enunciados en idioma. vulgar, y que 
en las equaciones acabamos de traducir al lenguage al- 
gebráico. Min: ES 

Las proposiciones inversas.de las precedentes se de- 
muestran con: suma facilidad ; porque de las'equaciones 
A+ D=B=w+C; ad=bc; se deduce inmediatamente 

b d 210% , 

D-C=B-A; == 77? Y por consiguiente siempre 


que tengamos quatro cantidades tales que dos de ellas 
TOMO 11. ccc 
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den la misma suma 6 el mismo producto que las otras 
dos, las 1 db será los medios, y las segundas los 
extremos, ó al contrario, de una equidr erentiasó > de 
una proporcion. 

Quando es B=C se llama contínua la equidife- 
rencia, y lo mismo se dice de la proporcion quando 


b=(; y tenemos entonces 4+ D=2B; ad=0*; es de- 


cir, que en una equidiferencia continua la suma de los 
extremos es igual al duplo del término medio; y que en 
una proporcion continua el producto de los extremos es 
tgual al quadrado del término medio. De esto se infiere 


que SS HD, 5 y b= V ad; la cantidad B es el me- 


dío ó la Eta proporcional aritmética entre 4 y D; 
y la cantidad h es la media proporcional (geométrica ) 


entre 4 y d. 
Las equaciones fundamentales 


AZ DO 2=£ 


€ 


nos conducen tambien 4 las siguientes 
e , 


C-A=D-=B; =>; 
a b 

lo qual manifiesta que en las expresiones 4.B:C.D, 

y a:b::0:d pueden cambiar- de lugar los medios, y 

así resultarán 4.C:B.D,.a:c::b:d. En general 

se podrán con los quatro términos hacer todas las trans- 

posiciones, en las quales: se conserven las! equaciones 
A+D=B=>+0C, y ad=b0 ( Aritm. $. 114). 

Dexando ya la equidiferencia continuemos expo- 

niendo las propiedades de la proporcion. ; 


224 A los dos miembros de la equacion Ea - 
a 
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se les: puede añadir ó quitar una misma cantidad », de 
4 - £ M£RS 23D 


' a . o” b . >! d A A 7 qe 
manera que tengamos —+=m=-—=m. Reduciendo 4 
8 rl ] | 


fracciones los dos miembros, la equacion vendrá 4 set 


b+ dk me c d+ 
2 5; dela qual se deduceestotra 2457, 
ya c a . bHEma 
y esta se. puede desenvolver y transformar en la siguien- 
; . c do 
te proporcion: bima: dEmc:: 4:03 y siendo —= al 
4 , 
. ; ; 5 o dime d 2 . 
tendrémos igualmente: ==, Ó btema: demc:: 
émos igualm a == | Se 
b:d. 


) 


Las dos últimas proporciones que hemos dedu- 
cido de la primitiva, se pueden enunciar de esta mane- 
ra: El primer conseqiente mas Ó menos cierto número 
_ de weces su antecedente es al segundo consegiiente mas 
ó menos el mismo número de veces su antecedente, como 
el primer término es al tercero, ó como el segundo es 
al quarto. 


Comparando separadamente las sumas entre sí, y 


las diferencias tambien entre sí, tendrémos 44 * =; 


+ma a 


c eo, AR MC 
= —; de donde se concluirá ==" e 
bma a bw ma b—ma 


decir, b+ma:d+mc::b=ma:d—mc; ó mudando 
de lugar los medios, b-+ma : b—=ma ::demc:d—me; 
y si hacemos m= 1, tendrémos solamente bra:b=a:: 
d+c:d—c, lo qual se enuncia de esta manera ; 

La suma de los dos primeros términos es á su di: 
ferencia como la suma de los dos últimos es a su al- 
ferencia. 


225 Pudiendo la proporcion 4:»::c: d escribirse 


| 
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3 


es d 
de esta manera azc: sb: d, resultará —Hm= + Em; 
' 8. - Pr 


' 


¿capa A 


de ps 


aibDjo:se: o de donde resulta que el segundo ante- 
cedente mas Ó menos un cierto número de veces el pri- 
mero es al segundo conseqiiente mas ó menos el mismo 
número de veces el primero , como qualquiera de los an- 
tecedentes es d su conseqtiente. 

Esta proposicion se pnede tambien deducir inme- 
p diatamente de la del párrafo anterior; porque mudando 
al de lugar los medios de la proporcion primitiva a:b::c:d, 
Mi y aplicándole despues la proposicion citada, tenemos su- 
l cesivamente a:c::b:d;ctEma:demb::a:bó::c:d, 
! y dando en esta última á las letras a,b, c, d las deno: 

minaciones que' tienen en la proporcion primitiva, re- 
| sulta la misma conseqúencia que antes, 
| 
1 


5 y en fin coma: Amb 


Haciendo m= 1 se sacarán las proporciones parti- 
culares cha:d=b::a:b::c:d;c+a:c—a::d+b: 
d—b;lo qual quieré decir que la suma ó la diferencia 
de los antecedentes es á la suma ó d la diferencia de los 
conseqiientes como un antecedente es á su consegúiente ; y 
que la suma de los antecedentes es á su diferencia como 
la de los conseqiientes es á su diferencia. ) 

E f 


En general,.si tenemos — =— =—= -— étc., y 
9 > a C 14 gy 


5 d FÉ h 
hacemos — do resultará quita Lo > al Xc.; 
lo qual dará b=aqs d=cq5 f=eqs h=gg9 Kc., y su- 
mando por una parte los primeros miembros de estas 
equaciones , y por otra los segundos, tendrémos b+d-R 


Pahzaq+0qeeqeggs Ó bedefelizg (a+ o eg) 
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| l . brdrf+h b 
de donde se sigue dre ninio =—, 
ac +e+g a 
Este resultado se enuncia diciendo que en una se- 
rie de razones iguales Ó de cantidades proporcionales 
a:b: Es] :g :h tc. la suma de un número qual» 
quiera de antecedentes es a la suma de igual número de 
consegiientes como un antecedente es a su 'comsequente. 
' . ? d 
226 uando hay dos equaciones —=— 
a e a! 


F 


h . . . . 
de SON pueden multiplicar entre sílos primeros miem- 
e : 


bros, y lo mismo los segundos, y resulta otra nueva 
Y . A : 

 Squacion => a equivalente á esta proporcion 
k Ae 

ae: bf: :cg:dh, la qual hubiera resultado igualmente mul- 

tiplicando cada término de la primera proporcion........ 


a:b::c:d, por el que le corresponde en la segunda 


e:f::g:h. 

- Quando se multiplican los términos de una propor- 
cion, cada uno por su correspondiente de otra, se dice 
que las dos proporciones estan multiplicadas ordenada- 
mente ; los productos que resultan estan, como se ve, en 
proporcion : y las nuevas razones son las razones com- 
puestas de las razones primitivas (Aritm. $. 166 >. 

Tambien es fácil demostrar que de dos proporciones 
se puede deducir otra nueva dividiendo ordenadamente 
los términos de una de las primitivas por los de la otra. 


. b : 
227 Como de la equacion — = — se infiere esta 
a d 


Mo do . , es 
otra -, =- -» la qual equivale á esta proporcion 


a Y 


a” ; Pp” ; ¿% ; d”, podrémos establecer por principio ge- 
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neral que los quadrados, los cubos y en general las po- 
tencias de un mismo grado de quatro cantidades pro- 
porcionales estan tambien en Proporcion. 


. A b d mn — 
De la misma equacion — =— se deduce VS 
a C » 


, . IA 
m— ¿VD iva 

V £ 5 y como esta es equivalente 4 2 =Y% , ten- 
€ M7 mo 
Va Vo 


m PAR E A 
drémos esta proporcion Wa: Wb:: Y £: Vd y'la qual 
nos viéne á decir que las raices de un mismo grado de 
quatro cantidades proporcionales permanecen tambien en 
proporcion. 

Tales son las principales propiedades de las propor- 
ciones, cuya teoría no ha tenido otro objeto que el de 
descubrir unas cantidades por medio de su comparacion 

con otras. En el dia se hace ya poco caso de ciertas deno» 
minaciones latinas que se habian impuesto á las diferen- 
tes variaciones ó transformaciones que puede experi- 
mentar una proporcion; y aun llegaria á inutilizarse en- 
teramente todo el aparato de la doctrina de las propor- 
ciones si en su lugar se pusiesen las equaciones corres- 
pondientes; lo qual daria en mi sentir mas uniformidad 
4 los métodos y mas claridad 4 la ideas. 
228  Delas proporciones es muy fácil pasar á las 
progresiones; porque habiéndonos ya imaginado en la 
equidiferencia continua tres cantidades tales , que la ter- 
cera exceda á la segunda tanto como esta 4 la primera, 
se nos ocurre inmediatamente considerar un número in- 
definido de cantidades a, hb, c, d kkc. tales que cada 
una de ellas lleve 4la que la precede el mismo exceso 4; 
de manera que sea b=a4w); c=b+ di d=red; 
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e=d+b Ec. Para indicar que estas cantidades tienen 


esta particularidad se las escribe así —a.b.c.d.e.f Kc.; 


y la combinacion de todas ellas se llama progresion arit- 
mética 5 pero he creido deber mudar este nombre en el 
de progresion por diferencias (Véase Aritm. nota del 
$. 175). 

Siendo c=b=+4; si en esta expresion sustituimos 
en lugar de b la expresion equivalente 4+4, vendrá 4. 
serc=a+20; y puesto que d=c=+8, si sustulmos 
a=+28 en lugar de c, será d=4-+ 305 del mismo mo- 
do hallarémos que e=4 +40, y así sucesivamente; de 
lo qual se infiere que representando por x al número 
que designe el lugar que en la progresion ocupe un 
término qualquiera, que llamarémos /, será /=4+(M=1)8y 
- con cuya fórmula se podrá calcular un término qual- 
quiera de la progresion, sin necesidad de tener conoci- 
dos-los términos intermedios. 

Sea, por exemplo, la progresion 


—3.5.7.9-11.13-15.17.6c.; 
en la qual el primer término 4=35 la diferencia comun 
H=2; y sl queremos determinar el octavo término se- 
rá 3+(8-—1)2=17, es decir, el mismo que hemos 
hallado, calculando sucesivamente todos los que le pre- 
ceden. 

La progresion que nos: hemos propuesto por exem= 
plo, se llama creciente, porque van creciendo sus tér- 
minos; pero vendrá á ser decreciente con solo escribirla 
en órden inverso, como aquí se ve: 


—17.15$.13.11.9.7.5.3.—1.—3Gc. 
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Tambien es fácil hallar en esta qualquier término por 
medio de la fórmula a+ (1—1) SM, en teniendo pre» 
sente que en este caso es sustractiva Ó negativa la dife- 
rencia comun $; porque aquí se debe restar de cada tér- 
mino la diferencia para hallar el término siguiente, 
Con igual facilidad se puede conocer la suma de 
qualquier número de términos de qualquiera progresion 
por diferencias. Representando esta progresion por 


—a.b. Ever l, 


y designando por 5 la suma de todos sus términos, ten= 
drémos: | 
S—zarbrtuVn > —i+ksrl, | 

Escribiendo los términos del segundo miembro de 
esta equacion en un órden inverso del anterior tendré- 
mos tambien 

SZI+k Himno toba: 

sumando estas dos equaciones y reuniendo los términos 
que se corresponden, resultará : 
23=(14+ DN) +0+ + (+ A la). 
Ahora bien; por la naturaleza de la progresion tenemos, 
procediendo desde el primer término hasta el último: 

a+dzb3b+b=c0....i+Pb=k; k+=1, 
y por la inversa, procediendo desde el último al pri- 
mero: 294 

I=A=k5 kd=0....c—S=b; boba; 
y sumando estas últimas equaciones con las anteriores, 
| verémos que a+/l=b+k=c=+i bc. es decir, que en 
j qualquiera progresión por diferencias la suma de los tér 
minos extremos es igual á la suma de otros dos quales- 
quiera términos equidistantes de los extremos, y de con- 
siguiente | 
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' 28=2(a+1); e£boo910 al sip 
de donde se deduce que | | 


_ n(a+l) 
A 


Aplicando esta fórmula ¿la progresión — 3.5 7.9. Sc. 


hallarémos que la suma de los ocho primeros términos 
: | 
(3+17) 280. 


es = —__—_— 


2 


230 : Las dos equaciones I=4>w+ (n— I ) y y | 


a+ldn > : s 
S : eE combinadas nos presentan el medio de 


S<= 


hallar dos:de las cinco cantidades 4, 4, 1,1 y $, en es- 
tando conocidas las otras tres; pero como son demasiado 
fáciles estas aplicaciones, nos parece inútil que nos de= 
tengamos á tratar de cada uno de los diferentes casos 
particulares que pueden ocurrir. | 

231 Así-como la equidiferencia continua dió motivo 
para imaginar la progresion. por diferencias, la propor= 
cion continua dió orígen 4 la progresion por: quocientes 
ó sea la progresion. geométrica; la qual viene á ser una 
combinacion ó serie de términos tales, que el quociente 
de qualquiera de ellos dividido por el que-le precede, 
es siempre uno mismo, sea qual fuere el lugar de la se: 
rie donde se tomen los dos: términos: qiie hayan de ser 
dividendo y divisor. Así que las dos series 


— 2:6:18: 54 : 162 : écc. 
—as: 15 PI Ada 
; y Ss > de 
son progresiónes geométricas Ó por quocientes; porque 


si dividimos qualquier término de la: primera por el 
TOMO II, DDD 
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que le preceda, el quociente es 35 y en la segunda 

es 15 la primera es creciente, y la segunda decreciente, 

Cada una de estas progresiones forma una serie de ra- 

zones iguales , y por eso:se las escribe como se ha visto, 
AP IS 


los términos de una progresion por quocientes: hacien- 


otirh y 
do -—=q, tendrémos por la naturaleza de esta pro- 
gresion | 


y de consiguiente 
b=a3; c=bg5 dibamia=dga úl. id 

Poniendo sucesivamente el valor de h en el de e, 
este en el de d, y así sucesivamente, resultarán las si- 
guientes expresiones: 

b=aq5 c=aq; d=aq; e=aqti.I=aqg"”" 
representando por2 el número que designa el lugar 
que en la serie ocupa el término 1; ó el número de 


los términos que se consideran en: la progresion pro- 


puesta, 
Por medio de la fórmula /=ag”"* se puede calcue 
lar qualquier término sin necesidad de conocer los tér= 
minos intermedios. Por exemplo , el décimo término de 
la progresion - 2-::6:::18.:'8c. es igual á 2x3?= 
39366. 

232 Tambien se puede obtener la suma de todos 
los términos que se quieran de la progresion 

Herbie: dá. 

sumando ordenadamente las equaciones 
| b=aq5 0 c=bq; d=4q 5 e=44 300 I=kg 
porque resultará : 


DE' ALGEBRA. 77 395 
bs cede l= (ar boce ES DAA 
y representando por $ la suma cuyo valor buscamos, 
tendrémos: | | 


brordrtn.V.o nl =S—az 
| carb+ordo... +k=S-= ly > 
de donde concluirémos $—a=3( $—1), y por consi- 


qe 
Si por exemplo quisiéremos hallar la- suma de los 
diez primeros términos de la progresion 


¿—2:6: 18: átc., 
la fórmula anterior nos dará: 
2x2 10 
os o 13 ¿71=859048. 
233 Las dos equaciones | 
A AS jas 
[od do 


contienen las relaciones que entre sí tienen las cinco 
cantidades 4, 9, 1, 1,:S de qualquiera progresion por 
quocientes , y nos darán 4 conocer dos. qualesquiera de 

estas cantidades en estándo conocidas las. otras tres. 
234 Si en la expresion que hemos hallado de S, 

se sustituye a49”—* en lugar de /, resultará: 

| | Ares 
qt lA 
Siempre que sea creciente la progresion, y de:con- 
siguiente sea 9 > 1, será la cantidad q” tanto mayor 
quanto mas considerable sea el número »; y podrá $ 
ser mayor que qualquiera cantidad por grande que sea, 
con tal que se dé 4 1 un valor conveniente; es decir, 
con tal que se tome un número suficiente de términos 
de la progresion propuesta. Pero si la progresion fuere 
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decreciente, ó lo-quees lo:mismo,, si 9. fuere una frac- 


e ciu 7 E «1 ' A 1 á 
cion, representada por —» tendrémos: 


m” m mp"=1 
S= e É —Ñ = —j 

1 m— 1 m— 1 

a 

m 


y. es. evidente:que quanto mayor vaya siendo el núme- 


AÑ 4 


; y por con- 


ro 2, tanto menor se hará el término .— - 
$: ln 


siguiente tanto mas se aproximará el valor «de:S:4 la 


. am ap E . 
cantidad mp» della qual solo se diferencia €N.. ..... 


e 


"+ luego quantos mas términos se tomen 


a 


(m—1)m 


s | , , am 
de la progresion, tanto mas se acercará su suma 4 —==; 
prog! p> sE m— 1 
y aunque jamas podrá ser exáctamente igual á esta can- 
tidad ,: podrá: aproximarse á. ella de “modo: que la dife- 
rencia sea “menor que qualquiera cantidad por pequeña 
que sea. : 13 
am 


Es pues la cantidad que representarémos por 


ma? 1 
L, no la suma sino el: límite de la suma de la pro- 

esion decreciente; pórque las diferentes sumas par- 
ciales que hemos representado por $, se aproximan mas 
y mas á aquella cantidad sin poder jamas igualarse 


con ella. 


Aplicando estas consideraciones 4 la progresion 
: $ ; Sc. tendrémos 4=1;q= 


1 poros 
4 16 * 
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am 


Y Y 
— =-— y; de donde m= 2; L= 
m 2 a 


nos viene á decir que quantos mas términós se tomen 
de la anterior progresion, tanto mas se acercará su suma 
á ser igual á 2. Hallamos con efecto 


Íiro.cooomococororrorocrorccrcrrccananos. 12 — Y 


z 1 
1 a TAI == 2 era 


2 2 - 

A E 2 PS 

4 4 

PEO AA z coiciniia = 13 2 E 

2 4 8: 8 -8 

e 7 1 1 1 I TH gua I 

A 2 rr 
Achivt 


La. cantidad L se suele mirar como la:suma de la 
progresion decreciente por quocientes; continuada al 
infinito ; 3 pero no podemos formarnos una idea bien cla- 
ra del significado de esta expresion, como no enten- 


damos por ella lo que designamos con la voz lómite . 


(Aritm. $. 101.) 
235 De la expresion $ = PAGAN) se pueden 
I 


sacar todos los términos que componen la progresion 
cuya suma representa; porque si se efectúa la division 
de 9 —1 por g—1 ($. 158) hallarémos: 

PA AO 

q—1 1—2. 
qual da S=4+4q+a9 +48 .........+aq”” 

La expresion del valor de L produce el mismo re- 

sultado efectuando la division de m por m—1 del mo- 
do siguiente: 


=1+9+9 +4 gt... rg” lo 


=.23 ló qual 


A 
0 
* 10 
! 
151 
3 
y 
j 
A 
MEL 
y 


| 


E 


== 


O RR 


A 


AS 
a === 
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Po m | m— 1 


a 


1 1 1 
MAI IR — + — e KC, 
m m m 


— It ; 
m 
1 Y 
a DR 6 

m 
I Y 
m m 
ác. 


Se divide primeramente mm por el primer término 
del divisor, segun se hace comunmente, y sale 1 de 


- Quociente; se multiplica este quociente por el divisor, 


y se resta el producto del dividendo; se divide despues 
el residuo 1: por el primer término del divisor; y sale 


. I . . .. 
por quociente —, que se multiplica por el divisor, y 


. ” -Y e. 
resulta el residuo 7 + “on el qual se executa Igual ope- 


racion que con el anterior, Continuando de esta manera 
se echa de ver al instante la ley que siguen todos los 


quocientes parciales, y se ve que la expresion 


es 
mm I 


. , . Y. Y Y . 
equivalente á la serie 1 +—+— +-—=-= Kc,, conti» 
m m m - 
nuada al infinito; y si en cada uno de los términos res» 
. . YI . . 
tituimos g en lugar de —, y los multiplicamos todos 
m 


por a, se vuelve á hallar a+ 4g+ag+493+ éxc., es 
decir ,la progresion cuyo límite hemos designado por L. 
236 Una vez que efectuando la division que está 
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. . y . á . . m 

indicada en la expresion fraccionaria = resulta por | 
SS | 

quociente la serie interminable A 
I 1 I | q 
EZ E — + 80,3 % 
m m m Ñ 
es claro que'ningun número de estos términos, por gran- 
de que sea, podrá jamas equivaler exáctamente á la frac- 


. m 2 I 

cion , sea qual fuere el valor de m ó de 53 Pe 

P OS A 

ro tambien es fácil ver que en siendo m>1 y de con- 

. . 1 , . . 

siguiente —<1I, cada uno de los términos de la serie 
m . ; 


será tanto menor quanto mas diste del primero; la suma 
de un cierto. número de ellos se aproximará tanto mas 


á equivaler exáctamente á , quanto mayor sea el 


m1 

LA 4 4 
numero de términos que se hayan sumado; y la apro- 
ximacion será. tanto mas rápida quanto menor que la. 


q. I 
unidad sea pr En tal caso se llama convergente la serte, 


Con efecto, si en la division precedente nos li- 
mitásemos á tomar el primero ó los dos primeros ó 
los tres primeros éc. términos del quociente, y al 
mismo tiempo tenemos presentes los residuos, vendrán 
á ser 


Quocientes. Residuos. 


j » Lecooccocenmnrononoccnroonnoss I 
1 

1 eb —coosooqreronss. no — My 
m 


A 1 I 1 j 
1] +— + ar ttrommmncora “> 3 
m m m 


| 
| 

| ' 

Xc, . 
| 
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Ahora bien, los. quocientes parciales que acabamos 
de indicar no pueden aproximarse al verdadero valor 


de 


, Sino á proporcion que sean despreciables los 


PL 


residuos que les correspondan; y como esta circunstan- 
cia se verifica solo quando m es mayor que la unidad, 
solo en este caso será convergente la serie. En todos los 
demas casos los residuos van creciendo mas y mas; de 
consiguiente cada vez van siendo menos despreciables; 
quantos mas términos tomemos de la serie, mas no ale= 


jamos del verdadero valor de , Y Por esta razon 


Mm 1 
se llama divergente la serie. | 
Para aclarar mas esto hagamos sucesivamente m= 2; 


m= 1;m=3. El primer supuesto da 


y ya hemos visto ($. 234) que con efecto la serie que 
se halla en el segundo miembro se aproxima tanto mas. 
á ser 2 quantos mas términos se toman de ella; será 
pues convergente. 

Del segundo supuesto se infiere que 


ri dd 220 
oa = GAIA IA 1 A 14 Lo 1 + Écc. 


Este resultado I+ I+1I-+I-+ I + 1 Ste. continua- 
do, como dicen, al infinito, vendrá á'ser una cantidad 
infinita , como lo exige la naturaleza de la expresion —; 

á > o 
pero si no haciendo caso de los residuos supusiésemos 
que un cierto número de tériinos de la serie era igual 


2 / 1 ./ 
a —, vendríamos á dar en un manifiesto absurdo; por- 
e] e 
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que debiendo el divisor multiplicado por el quociente 
reproducir el dividendo , es necesario que 
I=(I+I+I+ Demo... ) 05 
y como el segundo miembro de esta equacion se redu- 
ce á cero, vendríamos 4 deducir que 1=0. 
El tercer supuesto nos conduce á consegiiencias no 
menos absurdas siempre que despreciemos los residuos, 
y miremos á la serie que resulta por quociente como 


una expresion exácta del valor de la fraccion de donde. 


se deriva. En efecto, haciendo m=L, hallarémos : 
m 
P ATI =15+ 2544548416 + ótc. ; 
lo qual es evidentemente falso. 
Estas contradicciones desaparecerán luego que ob- 
servemos que en el segundo caso los residuos 


1 1 I 
e AR 
m? mm? np 


son todos iguales á- 1; y pues que jamas disminuyen , no 
se les debe despreciar por mas que se continúe la divi- 


sion; por manera que al producto del divisor por el. 
quociente parcial que tomemos, deberémos añadir el re-. 


siduo 1, y así tendrémos la equacion exácta 
1=(L+ + I+D Dtccnccncoo. ) OE To 
En el tercer caso los residuos 
I I 1 
e 
forman la progresion creciente 1, 2,4,8,16 £c,; y 
de consiguiente son menos despreciables que en el caso 


anterior; por manera que solo añadiendo 4 cada quo- 


ciente parcial el residuo que le corresponda, se podrán 


obtener las siguientes expresiones equivalentes 4 


m — 
TOMO II, EEE 


IO A 


===> 
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1 
1 + 
m— 1 
I I 
1+— + — 
m m(m— 1) 
I 1 I 
l+— + —+ —_——— 
m m m (m— 1) 
ác.; 


las quales son todas iguales 4 — 1 quando m=4. 


Si hacemos m=-—x se convertirá la fraccion 


m—I 


en 5773 y ha serie que representa al quociente de la 


+1 
division que en aquella expresion está indicada, se con- 
vertirá en 


” 1 1 Y 
=1I-—+>3=—>-+c.; 
A n mom 


y haciendo 2= 1, tendrémos : 
3=1—I+I—=I-+I-I1+éc. 

Si despreciando los residuos tomáremos un número 
par de términos de la última serie, la última équacion 
vendrá á ser F=0, y si fuere impar el número de tér- 
minos de la serie, la equacion será =1; y de con- 
siguiente en todos casos es falsa la equacion supuesta; 
en unos por defecto, y en otros por exceso. Esto. nos 
hace ver que, sea qual fuere el número que tomemos 
de esta serie, jamas deberémos despreciar el residuo, 

Si en la serie precedente suponemos 2=2, tendré- 

1 


py y 1 J y 
mos —=1—3+—=—-—>>+-=— Kc. 5 en cuya ex- 
3 4 8 16 


presion se ve que las sumas parciales 1, $, e 8, 


son alternativamente mayores y menores que el yerda- 
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2 
dero valor de , Que en este caso es O al 


UL 
mismo tiempo se ve que aquellas sumas se van aproxi- 


2 . . 
mando mas y mas 4 —; de consiguiente €s convergen» 


3 
te la serie propuesta, y el residuo de la division será 


tanto mas despreciable quantos mas términos tomemos 
del quociente. | 

Aunque las series cuyos términos van aumentando 
se alejan cada vez mas del verdadero valor de la eX- 
presion de donde dimanan, y por esta razon se llaman 
divergentes; consideradas sin embargo como unas me- 
ras transformaciones de estas expresiones, pueden sernos 
muy útiles para darnos á conocer todas las propiedades 
que no tengan conexion con la suma de tales cantidades, 
237 Si continuásemos qualquiera division alge- 
bráica, en la qual el dividendo no sea multiplo del di- 
visor, como lo hemos hecho ($. 235) en la division 
de m por m— 1, resultaria siempre expresado el quo- 
ciente por una serie interminable de monomios. Las ex- 
tracciones de las raices incomensurables 6 de potencias 
imperfectas, continuadas del mismo modo conducirán 
tambien á series interminables ó Infinitas; pero todas es- 
tas series se obtendrán con mas facilidad por medio de 
la fórmula del binomio, como lo manifestarémos en el 
Complemento , donde tratarémos de las series mas cono- 
cidas. 


De las cantidades exponenciales y de los logaritmos, 


238 En ninguna de las questiones resueltas hasta 
2 bl . / . . . 
aquí ha sido exponente la incógnita, como lo seria si 
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nos propusiésemos determinar el número de los térmi- 
nos de una progresion por quocientes, cuyo primer tér- 
mino, el último y la razon ó quociente comun estuvie- 
sen dados, Con efecto, para resolver esta qiiestion ten- 
dríamos ($. 231) la equacion:/=aq""*, en la qual 
seria 2 la incógnita; y haciendo por abreviar n= 1=x, 
resultaría /=aq*. Los métodos directos expuestos an- 
teriormente no son suficientes para resolver esta equa- 
cion; ni los signos que hasta ahora hemos adoptado lo 
son para indicar la serie de operaciones que se deben 
executar con las cantidades conocidas, para que resulte 


el valor de una incógnita que sea exponente. Para po- 
ner todo esto mas en claro hagamos notar, segun lo ha 


executado Euler, la conexion que tienen entre sí las di- 
ferentes operaciones del Algebra, y cómo de cada una 
de ellas se origina una nueva especie de cantidades. 
239 Si representamos por a y b dos cantidades 
qualesquiera que nos propongamos sumar, podrémos de- 
signar por e el resultado de la operacion, y tendrémos 
la equacion siguiente a+b=0; y si de esta equacion, 
que nos da á conocer la relacion de las cantidades que 
entran en ella, quisiéremos deducir el valor de a ó el de 
b, hallarémos a=c—b; b=c—a; y he aquí la sustrac- 
cion originada de la adicion, y:en caso que el minuendo 
sea menor que el sustraendo, y de consiguiente no pue- 
da efectuarse la sustraccion en el órden en que está indi- 
cada, viene á ser negativo el resultado. La repetida adí- 
cion de una misma cantidad da orígen á la multiplica- 
cion; y si llamamos a al multiplicador , b al multipli- 
cando y c al producto, tendrémos 4b=c, de donde se 
deduce a=+ b==; y de aquí proceden la divi- 
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sion y las fracciones, que son conseqiiencia de ella en 
todos los casos en que no es posible efectuarla exácta- 
mente y sin residuo final. La reperida multiplicación 
de una cantidad por sí misma produce las potencias de 
esta cantidad , por manera que designando por b el nú- 
mero de veces que a es factor en la potencia c que se 
considere, tendrémos a? =c. Esta equacion se diferencia 
esencialmente de las anteriores en que las cantidades a 
y bno entran ambas en ella de un mismo modo; y de 
aquí procede que la operacion, cuyo resultado nos da 
á conocer el valor de la una, no es suficiente para de- 
terminar el de la otra. Si estando conocidas c y h que. 
remos hallar el valor de a, nos basta efectuar una sim- 
ple extraccion de raiz; y esta operacion da orígen á 
una nueva especie de cantidades, que son las irraciona- 
les; pero si conociendo 4 y “ nos propusiéremos hallar 
el valor de b, tendrémos que recurrir á métodos parti- 
culares, que darémos á conocer despues de haber mani- 
festado las principales propiedades de la equacion a?=c. 

240 Bien se dexa conocer que si conservando á la - 
letra a un cierto valor invariable, que supondrémos ma- 
yor que la unidad, hacemos variar, segun queramos, 
el de b, podrémos obtener para c todos los números ima- 
ginables. Con efecto, haciendo b=0, resulta c=1; y 
despues á proporcion que vaya creciendo b irán los va- 
lores de e siendo cada vez mayores que la unidad, y 
podrán llegar á ser tan grandes como se quiera. Si fuese 
negativo el valor de 5, la equacion que hemos supues- 
to a=c se convertiria en a7?=c,Ó en —=c; y los 


LE 


valores de c irian siendo tanto menores quanto mayor 
fuese el valor negativo de b; por manera que podrian 
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llegar á ser tan pequeños como se quisiera. Con solo 
_ Pues variar el exponente b de una misma cantidad a 
se pueden deducir de la misma equacion supuesta, pa: 
ra c todos los números positivos posibles enteros ó frac. 
cionarios en el 'caso que 4 sea mayor que la unidad. Lo 
mismo sucederia aun quando fuese a4< 1, sin otra dife. 
rencia que la de que las variaciones de £ procederian en 
sentido contrario al del caso precedente: es decir, que 
los valores de e aumentarian quando los de » fuesen ne- 
gativos; y disminnirian aquellos quando estos fuesen 
positivos, Pero si supusiéramos 4=1, resultaria siemo 
pte “=1, qualquiera que fuese el valor de b, y por 
esta razon mirarémos la a en todo este tratado como que 
representa una cantidad mayor ó menor que la unidad, 
Para indicar que mientras conservamos á la canti- 
dad designada por 4 un mismo valor, consideramos á4 
las cantidades b y “ como susceptibles de quantos valo» 
res puedan imaginarse, ó segun se dice, como cantida» 
des variables, Fepresentarémos á estas últimas con las 
letras x é y, con lo qual la equacion primitiva se trans- 
formará en estotra a*= y. Ya se dexa entender que en 
esta equacion á cada valor particular de x corresponde 
otro valor particular de y, y al contrario; por manera . 
que en estando: determinado el valor de una de estas 
cantidades, no puede ya ser arbitrario el de la otra. 

241 Esta mutua dependencia ó relacion entre las 
cantidades » é y, es decir, entre qualquier potencia y 
de una cantidad a, y el exponente » de su grado merece 
mucha atencion , porque puede sernos muy útil, no solo 
para los cálculos algebráicos, sino tambien para los arit- 
méticos. En efecto, si consideramos otra potencia y” de 
la misma cantidad a, y designamos por x” el exponente 
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que corresponde á esta mueva potencia, tendrémos 
a y; y por consiguiente si multiplicamos esta última 
equacion por la anterior, tendrémos yy =a4*xa"= 


a* +*”, Si dividimos una por otra, resultará 
x 


, Cde en =ar *" 
$ Pa 


Ultimamente, si en qualquiera de las dos equacio- 
nes supuestas elevamos ambos miembros á una potencia 
indicada por el exponente m, ó extraemos de ellos la 
raiz cuyo exponente sea 2, tendrémos estos otros re- 


sultados : 
yo Qe E 


p= = (1 »= — + 
Los dos primeros resultados nos hacen ver que en 
conociendo los exponentes x y a” respectivos á las po- 
tencias y é y”, tendrémos en la suma de ellos el expo- 
nente que corresponde al producto yy” de las dos poten- 
cias; y en la diferencia de los exponentes x y a” ten= 


. / : 
drémos el que corresponde al quociente m7 de las dos 


potencias. Las dos últimas equaciones manifiestan que 
el exponente respectivo á una potencia qualquiera de y 
se obtiene por medio de una simple multiplicacion; y 
por medio de una simple division el que corresponde á 
una raiz qualquiera de y. De aquí es fácil inferir que 
si tuviésemos una tabla, en la qual se hallasen al lado 
de cada uno de los números y los valores correspondien- 
tes de x, de manera que dado y se pudiese tener x, y 
recíprocamente , en este caso quedaria reducida á una 
simple adicion la multiplicación de dos números quales- 
quiera; porque en lugar de efectuar la operacion con 


A z n= = 
A 


Í | 
y 


nt 
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estos nímeros que hemos representado por yy”, sumas) 
ríamos los valores de 1,x' que les correspondiesen ; y. 
buscando despues en la misma tabla el número respec- 
tivo á esta suma, aquel número deberia ser el producto. 
que buscábamos. Asimismo si tratásemos de efectuar 
una division, buscaríamos en la tabla los valores de x,x”, 
que correspondiesen al dividendo y al divisor; restaría- 
mos del correspondiente al dividendo el respectivo al 
divisor, y el número que correspondiese á la diferencia 
de los valores de ;:,x”, seria. el quociente que nos pro- 
poníamos hallar. De este modo la division se executa» 
ria por medio de la sustraccion, 
Estos dos exemplos pueden ser suficientes para dar 

á conocer la utilidad que debe resultar de tener ya 
formadas semejantes tablas. Así es que se ha adoptado 
generalmente el uso de ellas desde que Neper las inven- 
tó. En ellas á cada uno de los tres números que entran 
en la equacion fundamental a*= y sele ha atribuido 
cierta denominacion. Los diferentes valores de y conser= 
van el nombre general de números. Los diferentes ya- 
lores del exponente x estan designados con la denomi- 
nacion de logaritmos de los números 4 que correspon - 
den. El número invariable representado por a se llama 
la base de la tabla 6 del sistema de logaritmos. Así que 
los logaritmos son los exponentes de las potencias á que 
se debe elevar un número invariable, para que se vaya 
sucesivamente igualando á todos los números imaginables, 

- En lo sucesivo representarémos el logaritmo de y 
por ly, de modo que será x =1l); y por ser y=a* 
vendrá á ser y= al”, | 

242 Las propiedades que hemos demostrado de 
los logaritmos son independientes del valor particular 
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del número 4 ó de la. base; yde ahí es que se pueden 
formar una infinidad de tablas ó sistemas diferentes, eli- 
giendo para base de cada tabla ó sistema el número que 
queramos ó mas nos acomode, con. tal que no sea la 
unidad. Tomando, por exemplo, a= 10, la equacion 
fundamental de este sistema particular será y= (10), 
y de ella se deducirá inmediatamente que los números 
1; 103 1003 1000310000; 100000; ác,, que son 
todos potencias perfectas de la base 10, tienen por loga- 
ritmos en esta hipótesi los números o, 1, 2,3, 4, 55 Stc. 
En esta serie de logaritmos .se pueden ya observar las 
propiedades generales que hemos demostrado en el pár- 
rafo anterior, En efecto, sumando los logaritmos de 10 
y de 1000, que.son. I. y, 3, se Ve que su suma 4 cor- 
responde 4 10000, que es el producto de los números 
10 y 1000. - «brob 5h 

243 Enel supuesto de haber elegido 4 10 por 
base, los logaritmos de los números intermedios entre 1 
y rpO3 entfe To y 100), entre 100 y 1000 kc. no se 
pueden obtener sino solo por aproximacion. Si se tratase, 
por exemplo,, de hallar el! logaritmo que, en este siste- 
ma corresponde á 2, seria necesario resolver la equa» 
cion (10 )*=2. Para esto podrémos hacer uso del mé- 
todo que hemos dado ya á conocer ($. 221 ); es de- 
cir, se hallaria primeramente el número entero que mas 
se aproximase al valor de 1; y por lo que á esto res- 
pecta, se ve inmediatamente que la x correspondiente 
al número 2 está entre o Y I, puesto que (10)”= 1; 

1 


y Cro y =10; harémos pués x= pra: y tendrémos 


1 
10)*=4) 6 10 =2% y cóho ara que se verl- 
pata q 


TOMO 11, FFF 
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fique, como debe, esta última DH , ha de estar z 


entre 3 y 4, Supondrémos 2= 3 + 7» y resultará: 


Y I I 
3 hu PT ez 
10=2 2. =2x2** =8x27; 
X 
ó 27 ON 
8 4 
¿ 4! 
ó últimamente =(4) Ñ 
4 


Para que se Verifique la última equacion debe es- 
tar el valor de z' entre 3 y 45 y de consiguiente su- 


I 
pondremos 2=3 + 7» Y tendrémos: 


E 3 Es 
lll ES 


de donde sacarémos : 
(e e ER A E 
4 5 125 Aras 4 
y despues de un corto número de tanteos hallarémos 
que z” está entre 9 y 10. Del mismo modo podrémos 
continuar quanto queramos la aproximacion; pero co» 
mo nuestro intento en indicar este método ha sido solo 
manifestar la posibilidad de hallar los logaritmos de to- 
dos los números, nos limitarémos á suponer-2"=9, y 
retrocediendo hallarémos pedo e 2¿=3.; pi Re- 
9 sd 93 
duciendo 4 decimales este valor de xr, se ve que hasta 
la quarta cifra está conforme con el verdadero; porque 
da 1=0,30107;5 y por cálculos llevados 4 mayor gra- 
do de aproximacion se ha averiguado que aproximado 
hasta 7 decimales, resulta 1=0,3010300. Puesto que 
todo logaritmo debe considerarse como exponente de la 
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base, para Interpretar este valor de x= como el de un 
exponente, es necesario imaginarse que si se eleva el 
número 10 á la potencia indicada por el número 
3010300; y si del resultado sé extrae una raiz del 
grado designado por 10000000, resultará un número 

_3o1ogoo 
muy próximo á 2; esto es, que (10)!90900000 =2 con 
corta diferencia: en cuya equacion el primer miembro 


, : : - gO10299+ 


es algo mayor.que: 2; pero el número 10*90900000 
será algo menor. * 

244 :Multiplicando sucesivamente por 2, 3, 4 «c, 
el logaritmo de 2, se obtienen los de los números 4, 
8, 16: 8c., queson la. segunda, tercera, quarta' 8cc: 
potencias. de 2. Añadiendo al logaritmo de 2 los loga+ 


- ritmos de 10, de 100,de 1000 éxc. se deducen los 


de 20, de 200, de 2000 kc.; y generalmente en co- 
nociendo'los logaritmos de los números primos , és muy 
fácil hallar los logaritmos de todos los números com. 
puestos, pues que estos no pueden.menos de ser po- 
tencias Ó productos de'los números primos. Siendo , por 
exemplo, el número 210 Igual á 2x3 x 5x7, será 

: l210=1.2+13 +15 +17; 


y por ser g=—, tendrémos: 
2 
| 15=1 1012, 
245 Como los logaritmos estan por lo comun ex- 
presados en decimales, se les puede considerar como 


compuestos de dos partes; á saber, de las unidades en- 
teras que se hallan situadas á la izquierda de la coma, 


* "Véase la nota última que se halla al fin de este tomo. 


A 


PA 


2 
5 


A 
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y de las cifras decimales que estan á:la derecha de ella; 
A la primera parte del logaritmo se le ha dado el nom- 
bre de característica, porque en los logaritmos del sis. 
tema de que vamos hablando, que resultan de la: sy» 
posicion de 4= 10: y que se llaman logaritmos comu= 
nes, da esta parte á conocer quál es el órden mas ele- 
vado de unidades que se halla en el número cuyo los 
garitmo suponemos conocido. En efecto , hallándose en: 
tre o y 1 todos los logaritmos de los números compre- 
hendidos entre 1 y 10; tienen precisamente o por ca-= 
racterística; todos los de los números comprehendidos 
entre 10 y Lo tienen 1; todos los de los números com- 
prehendidos entre 100 y 1000 tienen 2; y en gene-= 
ral, la característica de un logaritmo tiene una unidad 
menos que cifras de enteros haya en la combinacion con 
que esté representado el número, 
A la segunda parte de qualquier logaritmo, es de- 
cir, á la fraccion decimal que en él se halla, le suelen 
algunos dar el nombre de mantisa. 251 
246 Tambien es muy digno de notarse que en el 
| mismo sistema, siempre que un número sea 10 ó 100 
Ó 1000 kc. veces mayor ó menor que otro, sus loga- 
ha ritmos tienen la misma fraccion decimal, ó sea la mis. 
. ma mantisa, y solo se diferencian en las características. 
Así es que á los 
Nímeros corresponden los Logaritmos. 


| 543600 57352794 
J 54360 47352794 
5436 37352794 

543,6 | 2,7352794 

54,36 1,7352794 

5,436 0,7352794 
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porque siendo cada uno de estos números el producto 
del inmediato siguiente multiplicado por 10, cada lo- 
garitmo deberá ser ($. 241.) la suma del siguiente y 
del de 10; y como este logaritmo es la unidad , su adi- 
cion no puede alterar la fraccion decimal del otro, sino 
solo su característica, 

247 Con arreglo 4 lo expuesto ($. 240) debe- 
rán ser negativos en el mismo sistema los logaritmos de 
todos los quebrados propios; porque representando todo 
quebrado al quociente de la division del numerador por 
el denominador, el logaritmo de qualquier quebrado 
deberá hallarse ($. 241) restando del logarirmo del nu- 
merador el del denominador; y de consiguiente quando 
el numerador-sea menor que-el denominador, el loga- 
ritmo sustraendo será mayor que el minuendo; la sus- 
traccion no podrá efectuarse en el órden que la regla 
prescribe, sino en el inverso; y por tanto será negativo 
el residuo. 

Para hallar, por exemplo, el logaritmo de la frac- 
cion 3, deberémos restar de cero, que es el logaritmo 
de 1, el logaritmo ó,3010300 del denominador; y 
así resultará K 

1¿=-0,3010300. | 

Restando de cero el número mixto 1 ,3010300, 

que es el logaritmo de 20, tendrémos: 


12=-—1,3010300. 

20 
Siendo 0,3010300 el logaritmo de 2; y 0,4771213 
el de 3, será I7= 0,3010300 —0,4771213 = 


—0,1760913. 
SI para que sean posibles estas sustracciones, que 
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en realidad no lo son, añadiésemos al logaritmo minnen- 
do las unidades que sean necesarias ó que nos parez- 
can convenientes, el residuo vendrá á ser positivo; pe- 
ro como estas adiciones equivalen á multiplicar por ro 
Ó por 100 Ó por 1000 Gt. el quebrado propuesto, 
el residuo será el logaritmo de un número 10 ó 100 
Ó 1000 éc. veces mayor, ó lo que viene á ser lo 
mismo, será el de tantas unidades como décimas ú 
centésimas ó milésimas €cc. equivalgan al mismo que- 
brado. 

En efecto, si tratando de hallar el logaritmo 'de 1 
añadimos una unidad al logaritmo del numerador para 
que pueda restarse el logaritmo del denominador, el re- 
siduo positivo 0,6989700 será el logaritmo no de 2 si- 
no de $ unidades, que es una cantidad 1o veces ma- 
yor que 3,Ó lo que es lo mismo, el de tantas unida- 
des como décimas equivalen á 2. 


. . TI - . 
Si tratando de hallar el logaritmo de 1 añadimos 


2 unidades al logaritmo del numerador para que pue- 
da efectuarse la sustraccion de 1,3010300, el residuo 
positivo 0,6989700 será el logaritmo de una cantidad 
100 veces mayor que el quebrado propuesto, ó lo que 
es lo mismo, el de tantas unidades como centésimas equi- 


, 1 
valen 4 —, 
20 


Si proponiéndonos hallar el logaritmo de 5 nos pa- 


reciere conveniente añadir al logaritmo del numerador 
4 unidades, es decir, el logaritmo de 10000; en ha- 
biendo sustraido de esta suma el logaritmo del deno- 
minador, el residuo positivo 3,8239087 será el lo- 
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Fd 


. 2 
garitmo de un número 10000 veces mayor que —, ó 
! 3 
lo que es lo mismo, el de tantas unidades como díez 
.,/ . e P 2 
milésimas equivalen á ve 


Aunque los logaritmos que de este modo hallamos 
no sean los verdaderos que buscábamos de los quebra= 
dos, son sin embargo los que mas se usan á fin de evi- 
tar los logaritmos negativos; y para dar mas uniformi- 
dad á los cálculos se añaden por lo comun 1o unidades 
al logaritmo del numerador. Por manera que tratando 


. 2 y 
de hallar el logaritmo de -S restarémos de 10,3010300 


el logaritmo 0,4771 213 del denominador, y el residuo 
98239087, que es el logaritmo de un número diez 


5 . . 2 y] , 
mil millones de veces mayor que El será el que habré- 


mos de emplear en lugar del verdadero logaritmo del 
quebrado propuesto. 

Es verdad que de este modo empleamos un loga= 
ritmo con 1o unidades demas; pero será muy fácil su- 
primirlas, luego que agregándose este logaritmo 4 al- 
gun otro, haya en la suma unidades bastantes para 
efectuar aquella supresion indispensable para rectificar 
el resultado. En efecto, si hubiéramos de hallar con el 


auxilio de los logaritmos el producto de = multipli- 


cados por 18, sumaríamos el logaritmo 1,255272$ 
del multiplicador con el logaritmo 9,8239087;5 y su- 


_ primiendo de la suma las 10 unidades que este segun= 


do lleva de mas, será 1,0791812 el verdadero loga= 
ritmo del producto que buscábamos. 


RARAS E 


PS 
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ES 


] 
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248 Si, por la inversa, se nos propusiere un. lo- 
garitmo negativo, y se nos preguntare qué número le 
corresponde, ya podemos tener certeza de que deberá 
ser un quebrado propio; y suponiendo , como siempre 
nos es permitido, que su numerador sea la unidad , Su 
denominador habrá de ser el número que corresponde- 
ria al logaritmo propuesto si fuese positivo. En efecto, 
—0,1760913, que como ya sabemos es el logaritmo 


. . 1 . 
de =—, lo es por consiguiente de 3; y el logaritmo de - 
2 


es justamente 0,1760913. o 1n 

No es muy cómodo para la práctica este método 
de hallar el número correspondiente á un logaritmo ne- 
gativo; porque despues de haber determinado el núme- 
ro que corresponda al mismo logaritmo positivo, tene= 
mos ademas que dividir por este número la unidad. Por 
esta razon lo que mas comunmente se practica es restar 
de una, dos ó tres 81c. unidades , es decir, del logarit= 
mo de uno de los números 10, 100, Icoo átrc. el lo- 
garitmo propuesto , prescindiendo de su signo; se busca 
despues el número que corresponde al residuo ; y quan= 
tas unidades tenga este número , otras tantas décimas ó 
centésimas Ó milésimas éc. equivaldrán al quebrado 
que buscábamos, segun que hayamos elegido para 
minuendo el logaritmo de 10 .ó el de 100 ó el de 
1000 Kc, Y 

Si nos propusiéramos, por exemplo, hallar el que- 
brado correspondiente al logaritmo —0,3010300, res- 
taríamos de una unidad ó de 1,0000000, que es el 
logaritmo de 1o, el logaritmo 0,3010300, que es 
el del denominador de la fraccion que buscamos. El 
residuo 0,6989700 será ($. 241) el logaritmo de 
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un quociente ó quebrado diez veces mayor, ó lo que 
es lo mismo, el de tantas unidades como décimas equi- 
valen al quebrado que deseamos conocer. Viendo pues 
en las tablas que el logaritmo 0,6989700 correspon- 
de á 5 unidades; inferirémos que el logaritmo propues- 
to —0,3010300 corresponde á o,g. 

Si nos propusiéramos hallar el quebrado correspon- 
diente al logaritmo — 0,0280287, y restásemos de 4 
unidades Ó de 4,0000000, que es el logaritmo de. 
10000, el logaritmo positivo 0,0280287, el residuo 
39719713 seria el logaritmo de un quociente ó que- 
brado 10000 veces mayor que el que buscamos, ó lo 
que es lo mismo, el de tantas unidades como diez milé- 
símas equivalen á este último quebrado. En viendo 
pues en las tablas que al logaritmo 39719713 cor- 
responde el número 9375, inferirémos que el logarit- 
mo propuesto —0,0270287 corresponde á la fraccion 
9,9375 

Por lo comun se elige para minuendo 4 to uni- 
dades, ó lo que viene á ser lo mismo, al logaritmo de 
10000000000; y de consiguiente el residuo ven- 
drá á ser el logaritmo de un quociente ó quebrado 
10000000000 de veces mayor que el que buscamos. 
Si, por exemplo, nos propusiéramos hallar el quebrado 
que corresponde al logaritmo — 0,1072 100, restaría- 
mos de 10 unidades el logaritmo positivo o, 1 072100; 
y el residuo 9,8927900, que en las tablas correspon- 
de al número 7812500000 será el logaritmo de un 
número 10000000000 veces mayor que la fraccion 
que buscamos. Será pues esta 0,781 2500000, ó lo 
que es lo mismo 0,781 23. 

Si de la sustraccion hubiera resultado 8,8927900, 

TOMO 11, GGG 
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el número correspondiente seria 781240000 , y la frac- 
cion sería 0,078 125. Si hubiese resultado 78927900, 
la fraccion seria 0,007812g; y en general siempre que 
nos propongamos determinar la fraccion correspondiente 
a un logaritmo que tenga 10 unidades demas, la mis- 
ma combinacion de cifras con que esté representado el 
número entero que en las tablas corresponde al logarit- 
mo propuesto, representará la fraccion decimal que se 
busca; pero con la advertencia de que si la caracterís. 
tica fuere y no habrá cero alguno á la derecha dela 
coma; sl la característica fuere 8, habrá un cero 4 la 
derecha de la coma; si 7, dos; y en general habrá á la 
derecha de la coma tantos ceros como unidades falten 4 
la característica para llegar á nueve. 

249 Es fácil ver que si tratando de quitar 4 uni. 
dades, por exemplo, de otro número qualquiera, que re- 
presentáremos por N; en lugar de efectuar la sustraccion 
añadimos á NV las 6 unidades que faltan al sustraendo 
para llegar á 10, lasuma tendrá 1o unidades mas que 
el residuo que buscábamos; y de consiguiente para ob- 
tener este residuo habrá que quitar de aquella suma 1 
unidades. En efecto, N+6=N=+10—4; y es claro 
que en suprimiendo 10 de esta última expresion, re- 
sulta N—4; es decir, el verdadero residuo que nos 
proponíamos hallar, | 

A conseqúiencia de esta observacion se ha ocurrido 
convertir en adiciones todas las sustracciones que ten- 
gamos que efectuar con los logaritmos, sustituyendo en 
vez de cada sustraendo la cantidad que á este falte pa- 
ra llegar á 10 unidades, y suprimiendo de la suma es- 
tas 10 unidades, 

Lo que falta á qualquier número para llegar á 1o 
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ó 100 Ó 1000 éc. unidades; y en general lo que fal- 
ta á qualquier número para componer una unidad del 
órden inmediato superior á las mas elevadas que en él 
haya, se llama su complemento aritmético. Así que, el 
el complemento aritmético de 7 es 3; el de 84 es 16; 
el de 687 es 313, y así de los demas. Se puede fácil 


mente hallar el complemento aritmético de un número 


representado por una combinacion de muchas cifras , res- 


tando de y el valor de cada una, á excepcion de la pri- 


mera de la derecha, cuyo valor se restará de 1o. 

El complemento aritmético del logaritmo de un 
número toma el nombre de complemento logarítmico del 
mismo número; y haciendo uso de esta expresion, diré- 
mos que en vez de restar el logaritmo de un número 
podrémos sumar el complemento logarítmico de este 

mismo número, con tal que de la suma suprimamos to 

unidades. En caso que se hayan de restar muchos lo- 
garitmos, se sumarán sus respectivos complementos , y 
de la suma se suprimirán tantas decenas de unidades co. 
mo complementos se hayan sumado. Algunas veces no 
es posible efectuar la: supresion de todas estas dece- 
nas; y entonces el resultado, que tendrá 1o unidades 
demas, será el complemento logarítmico de un que- 
brado propio, y corresponderá en las tablas á un nú- 
mero entero” representado por la misma combinacion de 
cifras que la fraccion decimal equivalente al quebrado 
($. 248). 

La exposicion que acabamos de hacer del sistema 
de logaritmos cuya base 4=10, contiene los princi- 
pios generales necesarios para: la inteligencia de las ta- 
blas; y como á casi todas ellas las precede una instruc- 
cion relativa á su particular disposicion y al modo de 
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usarlas, creemos superfluo detenernos mas sobre este 
asunto. * 

250 Quando despues de haber elegido una base 
particular hayamos determinado el logaritmo de un nú- 
mero, nos será sumamente fácil hallar el logaritmo que 
corresponde al mismo número en otro sistema qualquie- 
ra; porque si representamos por a, 4 las bases de los 
dos sistemas, y por x=, X los logaritmos que en ellos 
corresponden al número y, tendrémos estas dos equa.» 
ciones ; G=rs di=p 
de las quales se deduce estotra 4*= 4%; y tomando en 
un mismo sistema los logaritmos de los dos miembros 
de la última, tendrémos estotra : | 


lar=148 


ó su equivalente 
xla=XL4. 
Ahora bien, si suponemos tomados en el sistema 
l de la base «a los dos logaritmos que entran en la últi. 


ma equacion, será la=1; y de consiguiente toda la 
equacion se transformará en la siguiente : 


bl dá 2=X14; 
| de la qual se deduce 


| Ú 
' BA 


Si así como hemos anteriormente ($. 241) puesto 
ly en lugar de 7, ponemos ahora Ly en lugar de X, la 
última fórmula podrá escribirse de este modo: 
ly 
14 * 
la qual nos da á entender que en dividiendo el logarit- 


AS 


Ly= 


* Las tablas de Callet (edicion estereotipa) y las de Bordá son 
bastante extensas y cómodas. 


3 
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mo que en un sistema corresponde á un número qual- 
quiera, por el logaritmo que á una nueva base corres- 
ponde en el mismo sistema, el quoctente es el logaritmo 
que corresponde al mismo número en el sistema de la 
nueva base, z a 

De la última fórmula se deduce. tambien que 


e =14; lo qual nos hace ver que, sea qual fuere 


el número representado por y, exíste entre los logarit- 
mos que le corresponden en dos sistemas diferentes una 
razon invariable representada por 14, Upioy 

251 . En quantos sistemas son imaginables el loga- 
ritmo de la unidad es necesariamente cero ; porque, sea 
qual fuere el valor particular de a, no puede menos 
de verificarse la equacion a%= 1. Los logaritmos de log 
números mayores que 1 van creciendo sin límite, ó co- 
mo se dice, al infinito, así como los mismos números; 
y por. lo que respecta 4 los números menores que la 


. a SA, . 7 . I . 
unidad ó fraccionarios, la: equacion pai" ios 
a 


hace ver que quanto menor sea el número y, tanto ma- 
yor debe ser el valor negativo de 1; pero como por 
grande que sea este valor de y, jamas se podrá verifi- 
=ryz 1 : A 

e O OA bien que se pueda aproxi» 
mar á cero quanto queramos; es consiguiente que no 
pueda asignarse ningun logaritmo negativo, por grande 
que lo supongamos, que. pueda ser logaritmo de cero; 
y en este sentido debe entenderse la expresion el loga- 
ritmo de cero es: el infinito negativo ,; de la qual se hace 
uso en muchas tablas. 

252 Pasemos ya á manifestar con algunos exems 
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plos la aplicacion que puede: hacerse de los logaritmos 
al cálculo numérico de las fórmulas algebráicas. De lo 
expuesto ($. 241.) se sigue que 

l(abcd Ec. )=la +1 =+l+ld+ 8cc. 


(EE) Slalom ler 8 —ldle 1/86, | 


y si representamos por d',e”, f” 8c, los complementos 
logarítmicos de los factores del denominador , será 


(E 7)=la+ ld ee + Y 3xI0; 


porque suponemos tomados tres complementos. Siendo 
, I m 

. = Ena roma ' 

1(2>=mla; lar =la; lg” == 14 5 $1, 56 nos 


] > av p? ple o? d 
propusiese la fórmula == para calcular con el 
cVd3ef. | 


auxilio de- los logaritmos el resultado final de todas las 
operaciones que estan en ella indicadas, diríamos: 
(atv PY) =(A VEAN | 
abro) (bc y] 
=2la+¿l(b+0)+2 1(6=c); 
Va ERE ltd telf 


y de consiguiente 
(E 5) EN 
TD 
2la+231() +0) + ¿(Dc ) loa ld—ale—i1f 
=2law 1 ++ ¿Mb— Jelrdd+ fe xI0% 
re presentando por c”, d', e”, f” los complementos de-los 
quatro sustraendos. En habiendo hallado el logaritmo 
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de la fórmula propuesta, las tablas mos darán 4 conocer 
el número que le corresponde; y ese será el valor del 
resultado de todas las operaciones que en la fórmula 
estaban indicadas. | 

253 A consegiiencia de los mismos principios se 
determina fácilmente por medio de los logaritmos el 
quarto término de qualquiera proporcion en estando co- 
nocidos los otros tres; porque si de la proporcion a:b: :c:d 


se deduce dé, se deducirá tambien ( $. 241) 


dld=lb+le—la=lb+le+ 210; 

es decir, que el logaritmo del quarto término desconocido 
es igual á la suma de los logaritmos de los medios me- 
nos el logaritmo del extremo-conocidos 6 lo que es lo 
mismo, á la suma de los logaritmos de los medios y del 
complemento logarítmico del extremo conocido y MENÑOS 10 
unidades. ¡ 

254 Puesto que toda proporcion a:b::0;d en- 


d 
los logaritmos de estos dos miembros , tendrémos lá —Ih= 
lc—1d, lo qual nos hace ver que los quatro logarit- 
mos de los términos de toda proporcion la. 1»: lc. 14 
forman una combinacion de términos equidiferentes 


($. 223). 


La serie de equaciones 


. E . a E 
vuelve esencialmente esta equacion + =73 tomando 


b d' e 
TFF=Í=+= ke. 'Q 231) 


conduce igualmente á estotras: 

lb—la =1lc—1)b=14—le=]e—14= Xc.; 
y de aquí es fácil inferir que á toda progresion por 
quocientes — a: b:c:d:e: ée, corresponde la progre= 
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sion por: diferencias —12.1b.10.1d. le 8cc, ; y que por 
consiguiente los logaritmos de los números en progresion 
por quocientes forman una progresion por diferencias. 
255 Si tuviésemos la equacion L=c, en la qual 
b. yc representan cantidades conocidas, determinaríamos 
el valor de la incógnita 2 por medio de los logaritmos; 
porque siendo 14*=2lb , tendrémos : zlb=10, y por 


' El e le . . 
consiguiente == Del mismo medio nos valdríamos 


; z 
para determinar el valor de z en la equacion P =d); 
pues haciendo primeramente ¿F=w, resultará: 


12 12 
Pd; =14 3 1= —3 0 é=.: 
ul ld U= 3 O mp 


y tomando nuevamente los logaritmos de los dos miem- 
bros de esta última equacion, -tendrémos: 


2l0=1(-2)=114-11; A 


En esta última expresion 11» indica el logaritmo del 
logaritmo de b, y se obtiene considerando al logaritmo 


E nd 2 
de 5 como un número. Las expresiones ¿* y b%, y to- 
das las que se parecen á estas, se llaman cantidades ex- 
ponenciales, 


Questiones relativas á los intereses 6 réditos del dinero. 


Varias especulaciones que en el comercio ocurren relativas 4 los 
intereses 6 réditos del dinero vienen á ser uno de los objetos im= 
portantes 4“que se puede aplicar la teoría de las progresiones. Para 
inteligencia de lo que nos proponemos decir acerca de esto, es ne- 
cesario saber que las utilidades que saca de una cantidad de dinero 
el que la emplea en negociaciones mercantiles, en manufacturas ó en 
qualquiera otra especie de labores productivas, son tanto mayores 
quanto mas se multiplican estas negociaciones ó labores. De aquí es 
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que el que toma prestada una cantidad de dinero. para emplearla, 

debe no solo restituirla al cabo de cierto tiempo, sino tambien agre- 
gar á ella alguna retribucion Ó premio para indemnizar al que se la 

«prestó., por razon de las ventajas que este pudiera haber sacado em- 
pleándola por sí mismo. Tal es la idea que debemos formarnos de ; 

los intereses Ó, réditos del dinero. Para determinar los que corres- 

ponden 4 cada una de las cantidades que se presten, se refieren to- 
das ellas como 4 unidad á 100 monedas de la misma especie que 

la suma prestada; en la suposicion de que en el contrato se de- 

be haber estipulado quínto deben ganar Ó redituar estas 100 mo- 

«hedas al cabo de algun tiempo dado, por exemplo, de un año. No 
es este lugar oportuno para exponer todas las circunstancias que en 

cada género de especulaciones pueden contribuir á que suba Ó baxe 

el interes del dinero; este es asunto para tratado en unos elementos 

de aritmética política y comercial despues del cálculo de las proba- 


A 


bilidades. Nuestro. “objeto por ahora se reduce tan solo á manifestar 
la 1 importancia de algunos problemas respectivos á las progresiones 


por quocientes, 

Supondrémos en general que se haya pactado que al cabo de un 
año se ha de Pagar, por cada una de las monedas de la suma pres- 
tada un premio, rédito, ó interes designado por +, el qual deberá 
ser unasfraccion. A. conseqiiencia de esta suposicion los réditos de- 
vengados en el mismo tiempo por 100 monedas, será roo"; y los 
de una cantidad qualquierá' 4 estarán representados por ar; Y si de= 
signamos estos réditos por «e, tendrémos «ar, 

-Por medio de esta sencillísima fórmula se hallarán fícilmente los 
réditos anuales de qualquiera cantidad, en sabiendo los que deven- 
gan cada 100 monedas ó qualquiera otra suma en un tiempo cono= 
cido. Esta viene á ser'la giiestion fundamental del cálculo del inte. 
res simple (Áritm. $. 165). 

257 — Pero,si el acreedor en lugar de percibir los réditos deven- 
gados en el primer año, los dexa juntamente con el capital primitivo 
en poder del deudor para que tambien produzcan réditos en el año 
siguiente, el capital respectivo á este segundo año vendrá Á ser el 
primitivo 4 mas los réditos ar que en el primero devengó. Por ma- 
nera que si representamos por a/ el capital respectivo al segundo 

TOMO 11. HHH 
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año, tendrémos: al—Za+rar=a(1+ 4). 
Siendo a/r los réditos devengados por la cantidad a/ en un año, 
será ar (1+r) los de la suma a(1-+r) en el segundo año. Su- 
pongamos que el acreedor los dexe tambien en poder del deudor; y 
así como la suma del capital primitivo 4 y de los intereses que de- 
vengó en el primer año vino 4 ser capital para el segundo, este ca- 
pital a/ mas sus réditos a/r vendrán ¿ ser capital para el tercer año, 
De modo que si designamos por a” este último capital, será 


a+ ara (1+r)=a4(1=er). 


Los réditos que en un año devengue el capital a/ estarán bien 
representados por a/r; y suponiendo que tambien queden en poder 
del deudor, tendrémos que al fin del tercer año, y para que sirva 
de capital para el quarto, será | 

: aM= al alma (rr ma (Y. 

Se ve con facilidad que al cabo del quarto año será 

a ZU + MZ Mr a (14% 
y así sucesivamente. Por consiguiente el capital primitivo y las can- 
tidades que el deudor satisfaria al cabo del primer año, ó del segun- 
do ó del tercero éxc. si qualquiera de estos fuese el plazo final de 
la obligacion, forman esta progresión por quocientes: 
Hara(1+r)ia(1i+r)ia(1 +rYNia(1+r)sc. 

en la qual el quociente es 1-+", y crtérmino general ¿(1+r)"=A, 
representando por 1 el número de los años que hayan pasado desde 
que se hizo el empréstito. 

Si fuese 5 por roo el tanto ampal estipulado, será 100" 5; 

p 8 1 21 : ) 
o "2372 = 705 I-+Yr=-—5 y en este caso por una cantidad 4 
100" 20 20 


prestada á interes compuesto y por espacio' de 25 áños 'se habria de 
2 « 
21 : 21 z 
pagar al —=) » El valor de la 25.* potencia de — se determina 
20 20 


con suma prontitud por medio de los logaritmos; pues segun hemos 
demostrado ($. 241) 


Ar 21 
(32) E EE 15 =25(l21—l20)=0,5297322; 


y como este logaritmo corresponde próximamente á 3,286, ger 


A 
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25 


(=> = 3,386; y de consiguiente 4=3,3864. Por manera que 


1000 pesos prestados con estas condiciones valdrian 3386 pesos al 
cabo de los 25 años, cómprehendiendo en la suma los intereses no 
solo del capital sino tambien de los intereses. 

“Si fuesen 100 los añós de la duracion del empréstito, tendriamos 


100 
21 


A=af A = 1314 con muy corta diferencia; y así 1000 pe- 
sos producirian alcabo de este tiempo una cantidad de cerca de 
131000 pesos. Estos exemplos manifiestan con quánta velocidad se 
aumentan los fondos con la acumulacion de los intereses com- 
pllestoS. 7+,; | 

258 Como en la equacion fundamental 4— (1 +05 Y” del in- 
teres compuesto entran quatro cantidades, se puede hacer uso de ella 


para resolver quatro qiiestiones. La primera es: conociendo las canti- 
dades a,r y n hallar A; £ esta se refieren los exemplos que he. 


mos propuesto en el párrafo anterior, en los quales se suponian co- 
“ ñocidos el capital primitivo, el tanto por ciento y el número de años, 
y nos proponíamos determinar 4 quánto ascendia al cabo de este 
tiempo la suma de capital y réditos. 

La segunda: conociendo A, a y n hallar r,es decir, el tanto 
por ciento que en el contrato se estipuló. Para resolver esta qlies- 
tion deducirémos de la equacion fundamental 


n — 
I+r—y 4 
L qa 
La tercera: conociendo A, r y n hallar a; para lo qual deduci- 


rémos de la misma equacion la fórmula 


u_— 


(I+r)” 

que nos da 4 conocer el capital que es necesario emplear para tener 
derecho á percibir despues de un número » de años una suma Á. 

La quarta: conocidas A, a y r hallar n; no se puede resolver 
sino con el auxilio de los logaritmos (SS. 238 y 252). En efecto 
tomando el de cada miembro de la equacion fundamental, tendré- 
mos : lla +ml( 1+r); 
de donde se deduce: 
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14— la 
Ss | 
Por esta última fórmula:se averigua quántos años deben pasat 
para que el capital 4, juntamente con los réditos, llegue 4 _COmpo- 


ner una cantidad 4. ) 
Para dar un exemplo de esta última qiiestion supongamos que se 
quiera saber quánto tiempo será necesario para que se doble el ca- 
pital primitivo, siendo como antes g el tanto por ciento. En este 
supuesto será A=24, y lA=l4+12; sustituyendo pues estos va= 


. , A—1 
lores particulares en la fórmula general 1. — AREA , tendrémos: 
l(1+r) 
1 1 
da 2 Pida IÓ 


pies lar=lz209  0,0211893 
con corta diferencia. 

259 La qgiiestion siguiente es una de las mas complicadas que se 
suelen proponer sobre este asunto. Supongamos que el acreedor, 
lejos de percibir por espacio de algunos años cantidad alguna, en- 
tregue en cada año al deudor una nueva cantidad, y que habiendo 
executado estas nuevas agregaciones durante un número 2— 1 de 
años, se nos pregunta guál es al cabo de n años el importe total de 
capitales y réditos 4 interes compuesto. Sean a, b, €, d...o. k el ca- 
pital primitivo y las cantidades agregadas al fin del primero, se- 
gundo, tercero , quarto Ác. año; y como la cantidad a permanece 
en poder del deudor por espacio de un número 1 de años, ascen- 
derá al cabo de este tiempo 4 a(1-=+r)”. La cantidad que está 
en poder del mismo deudor 2— 1 años, se convertirá al cabo de 
ellos en ¿(1 +r)"7*. La cantidad c, que solo estará durante n—a 
años, se convertirá enc(1+r)"7*, y así sucesivamente; en fin 
la última cantidad Kk, que solo ha estado en poder del deudor un 
año, no dará mas que kK(1+wr). Tendrémos pues: 

Azar Aer aer Tc Re 
y calculando separadamente cada término del segundo miembro de 
esta equacion, tendrémos el valor de 4. 

Este cálculo se simplifica mucho quando la cantidad primitiva y 
las agregadas son todas iguales, por manera que sea a=b=c—d.... =%k; 
porque en este caso la equacion anterior se transforma en estotras 
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A=alr+my riera aer aer); 
en la qual es fácil ver que los términos del segundo miembro for- 
man una proporcion por quocientes, cuyo menor término es a(1=-1), 
el mayor a( 1 +r)”, y el quociente 1-+r3 y por consiguiente la 


suma de todos los términos será ($. 232): 
n-+1I 


O) —a(1+r) 
Y 


tendrémos pues en tal caso: 
: , n 
A=0(1en (ELA. 
Esta equacion puede tambien servir para resolver quatro qlies- 
tiones correspondientes á las que indicamos respectivas 4la equacion 
ÁA—a(1-er). 

260 Si suponemos que se haya impuesto Ó prestado ú interes 
compuesto una cantidad A con la condicion de que el acreedor ha- 
ya de percibir por espacio de 2 años una renta anual 4 hasta extin- 
guir por este medio toda la deuda de capital y réditos, tendrémos 
una qiiestion inversa de la anterior; porque en esta va el deudor 


descargándose del capital: é intereses por medio de diferentes pagas 
iguales que se han de efectuar á plazos equidistantes. Cada una de 
estas pagas se puede considerar como una anticipacion hecha al acree- 
dor por el deudor, con la qual disminuye este la cantidad A(1 Y 
que tendria que aprontar si en todo el espacio de m años no hubiera 
satisfecho cantidad alguna; pero es necesario tener presente que el 
valor de cada una de las anticipaciones se ha de calcular refirién- 
dolas todas 4 la misma época en que el deudor tendria que apron- 
tar la suma 4(1+r)” sino las hubiera hecho. Así que, designan» 
do por a cada una de las pagas, la que satisface al fin del primer 
año distará m— 1 años de aquella época final; y referida á esta 
época vendrá á valer a(1+r)""*; igual cantidad a satisfecha al 
fin del segundo año dista de la época final n— 2 años; y su valor 
será a(1 +1)" *; el valor de la tercera a(1++r)'7 3; y así de 
las demas hasta la última, cuyo valor será la misma cantidad a, Por 
manera que si de este modo ha de haber percibido el acreedor todo 
el capital con sus réditos, debe haber equacion entre la cantidad 
A(1-+r) y la suma de las anticipaciones referidas 4 Ja” misma 
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época final. Tendrémos pues : 


ACA ZA NT +a. 
Los términos del segundo miembro de esta equacion forman una 
progresion por quocientes, cuyo menor término es a; el mayor es 
a(1+1)"; y el quociente es 1-+r, Será pues la suma de todos 

los términos 
altera 


y 
y la equacion anterior se transformará en estotra: 


. 


n 
ps Á(I+r) o TE 
r 


Esta última equacion , así como las que hemos hallado en los párra<: 
fos anteriores, puede servir para resolver quatro qiestiones; porque 
| sucesivamente: puede ser incógnita cada una de las quatro: cantida- 
mM des indeterminadas que entran en ella; es decir, ó la 4 que llama- 
¡ rémos el precio actual de la renta, Ó la misma renta, Ó el tanto 
il por 100,6. el número n de años que la renta debe durar. Para ha= 
llar este último es absolutamente necesario recurrir 4 los logaritmos. 
En efecto, despejando primeramente C1+r)”, resultará: 
ES 4 o. 
ke Ir) = PRE ; 
y tomando los logaritmos de ambos miembros, tendrémos: 
mi( 1 +1)=l0—1(2=4»5); 
de donde se deduce que 
_la—I(a—Ar) 
RT ETS 
261 Para manifestar el uso que puede hacerse de las fórmula 
anteriores, nos propondrémos resolver la qiiestion siguiente: 
M Hallar qué cantidad se ha de satisfacer anualmente para ex- 
| tinguir ó amortizar en 12 años una deuda de 1000 reales con los 


| réditos devengados en este tiempo á interes compuesto, siendo 5 por 
| x00 el tanto anual. 


En este caso se conocen las cantidades 


r 
Á— 1009; NSZ113 1 =—3 
20 


y se pide la renta anual ó sea la anualidad a. Despejando pues esta 
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incógnita en la equacion 


CI — 1 
h a ES , 0) 
“resultará: pa Are” 


le (1+ry — r 
Sustituyendo en esta fórmula los valores particulares de las can» 
tidades conocidas 4, r y 2; y efectuando las. Operaciones que la 
misma fórmula prescribe, el resultado final será el valor que desea= 
mos conocer de la renta anual 4. Para efectuar estos cálculos será 
“muy conveniente que determinemos por medio de los logaritmos el 


2 
valor. de (= Ys y así sabrémos que (= ) =1,79586; y de 


consiguiente 
a A 59.1,79586 
1,79586 —1 -0,79586 

¡y efectuando con el auxilio de los logaritmos las operaciones indica- 
das en la última expresion, hallarémos a—11282,6 reales. 
Será pues necesario satisfacer esta anualidad para extinguir en 
r2 años la suma de un capital de 1009 reales, y de sus réditos cal- 
culados á á interes compuesto y á razon de g por 100 al año, 

262 Otras muchas qiiestiones se pueden proponer sobre esta 
materia; pero los límites 4 que nos hemos propuesto ceñir esta obra, 
¿no nos permiten detenernos 4 exponer el modo de resolverlas. Ob- 
servarémos tan solo que para comparar los valores de dos ó mas 
cantidades pagaderas 4 diferentes plazos , se deben todas referir 4 una 
misma época. Supongamos, para aclarar esto, que un banquero esté 
obligado 4 pagar una cantidad «4 al fin de n años contados desde este 
momento; y que ahora mismo entrega al acreedor en descuento un 
libramiento de un valor representado por », y pagadero al cabo de 
f años; y se nos pregunte quánto debe Ó se le debe. Para contestar 
á esta pregunta deberémos referir los valores de las dos cantidades a 


y » la época presente, en la qual el valor de la primera se reduce 4 
a 


” + porque este es el valor de un capital que ascenderia 4 


(er) 


la cantidad a al cabo de 1: años. Por la misma razon el valor de la 


a A A o A sg 


e e o o et 
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cantidad 5 se reduce 4 — 

(1+")2 

menor Ó mayor que el primero, la diferencia de los dos indicará lo 

que le reste satisfacer Ó tenga que percibir. Demos por supuesto que 
A 


3 y segun que este segundo valor sea 


PAG 3 y representemos por c la diferencia de estas 
(ser (1+ry? 
dos cantidades, de modo que sea 

E b 


(er (ere | 
supongamos ademas que el banquero no pueda satisfacer este resto 


hasta pasados q años. En tal caso la cantidad que en este momento * 


debiera ser e, vendrá á ser. en aquella época c(1-+r)2. Así que 
despues de haber entregado el libramiento del valor », tendrá el ban- 
quero que satisfacer al fin de g años la cantidad representada por 
c(1-+r),:Ó lo que viene 4 ser lo mismo : 


b 
A ARE, Jas só are en, 


a 
ns (I4r y 


. . . 4 
sustituyendo en lugar de c la expresion equivalente —— 
(141) 


al 


b 4 y 
RN y suponiendo que el número y sea mayor que » y p. 
Las cantidades a, b, c....k, de que hemos hablado CS. 2309); se 
valuaron refitiéndolas todas á la época final en que se debia efectuar 
el pago de la suma A; y en el $. 260 el capital A y todas las anma- 


lidades se refirieron á la época en que estas debian terminarse, 


A a O aa a O 
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1.5 Se podrá acaso creer que para descubrir las raices de qual- 
quiera equacion del quarto grado, por exemplo, 
ae pa A gabo ro+s—o 

bastará compararla con el producto hallado CS. 183), igualando 

las cantidades que así en la equacion como en el producto sean co- 

eficientes de las mismas potencias de la incógnita w; y sin duda por 


esta razon la mayor parte de los autores elementales creen que este 


cotejo basta para demostrar que una equacion de qualquier grado es 
el producto de tantos factores binomios lineales como unidades hay 
en el exponente de su grado; pero ya harémos ver que no tiene 
solidez alguna este modo de discurrir. Nosotros hemos adoptado 
($. 182) esta proposición solo condicionalmente; porque para afir- 
marla absolutamente y de positivo, seria necesario demostrar que 
toda equacion, de qualquier grado que sea, ha de tener forzosamen- 
te alguna raiz real ó imaginaria; y esto no es fácil demostrarlo en 
los elementos del Algebra. Por fortuna no necesitamos por ahora 
de tal demostracion, y por otra parte se pueden ver en el Comple- 
mento las reflexiones que sobre este asunto se nos han ocurrido. Si 
cotejásemos la equacion propuesta con el producto de los quatro 
factores binomios, resultarian estas quatro equaciones: 
—4—=b=:—d—p; 
abHacradHbeo+bdr cd q; 
— abe —abd—acd— bed—r; 
abcd=5s. 

Para deducir ahora de estas equaciones el valor de cada una de 
las letras a, b, €, d, que representan á las raices desconocidas de la 
equacion propuesta, tendríamos que empeñarnos en un cálculo muy 
complicado, si para eliminar, como es necesario, tres de las quatro 
incógnitas a, b, c, d hiciésemos uso del método expuesto ($. 78); 
pero si multiplicamos por a? la primera de las quatro equaciones; 
la segunda por a”, y la tercera por a; si despues sumamos estos 
tres productos con la quarta equácion, reduciendo términos seme- 
jantes, resultará esta nueva equacion: — a? =p +30 +ra+s; 
de la qual se han eliminado las tres incógnitas 5, e, d, y que por 

TOMO II, 231 
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medio de una simple transposicion se transforma en estotra: at+ 


2O0++ra+s—o, Esta equacion que contiene las mismas 


potencias de la cantidad incógnita y las mismas cantidades COnoOci- 
das que la primitiva propuesta, nos hace ver que despues del cálculo 
4 que ha dado motivo la comparacion de la equacion propuesta con 
el producto de los quatro factores binomios, encontramos tanta di- 
ficultad para determinar el valor de la raiz 4, como al principio 
encontrábamos para determinar alguno de los valores de a, 


Con razon pues ha dicho Castillon (Mem. de Berlin, año. 


de 1789): ,,En todos los Elementos de Algebra se demuestra que 
» multiplicando muchos binomios del primer grado se puede formar 
» una equacion del grado que se quiera; pero no se ha hecho ver que 
» dada una equacion que tenga qualesquiera coeficientes conocidos, 
» se pueden en todos casos determinar los factores binomios lineales 
» que multiplicados entre sí la produzcan.” 

Si en vez de multiplicar respectivamente por a3, a? y a las tres 
primeras equaciones que deduximos de la comparacion de la primi- 
tiva con el producto, las multiplicásemos respectivamente por 23, 
bybjópored,cyosó pordi, d* Y d, y sumásemos tambien 
los productos con la quarta, tendríamos en el primer caso: — ¿+= 
PP +) —+rb+s; en el segundo =p its: en 
el tercero —d—=pBb gli rdo ss; y así es visto que sea qual 
fuere la raiz que intentemos determinar de la equacion primitiva, 
venimos siempreá parar á otra equacion que en realidad no se di- 
ferencia de ella, y tuya resolucion ofrece por consiguiente la mise 
ma dificultad, La identidad de todas estas últimas equaciones es efec- 


to de que las quatro cantidades incógnitas a, b,'c, d estan todas 


combinadas de un mismo modo en las quatro equaciones fundamen 
tales; y de ahí es que qualquiera de las incógnitas se debe determi- 
nar por medio de la misma serie de operaciones. En general, siempre 
que en la investigacion de muchas cantidades incógnitas hayamos 
de emplear para cada una el mismo razonamiento, las mistnas ope= 
raciones y las mismas cantidades conocidas, todas aquellas cantida- 
des serán necesariamente raices de una misma equacion. 

2." Para eliminar una de dos incógnitas que se hallan en dos 


equaciones de grados superiores, suelen algunos prescribir un méto. 
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do, del qual vamos 4 dar alguna idea aplicándolo ú4 las equaciones 
siguientes : 

Nai+PxrQr -.R=0 
Nii+PxH4Q/x4R/—0. 

Multiplicando la primera por NW”, y la segunda por NV; y res- 
tando el segundo producto del primero, como en el $. 8.4, resul- 
tará (NP NP N)4+(NO0—N0N) + NN RNR!—0 (a). 
Multiplicando asimismo la primera de las equaciones propuestas por 
R”, y la segunda por R, y restando el segundo producto del pr 
mero, tendrémos: 

(RN—RNDO)a SR (RIPRIPOD) a+ (RO — RODa 10; 
y dividiendo por + todos los términos de esta equacion, quedará re- 
ducida 4 
(RAN—=RN Di +(RP—RP e +(RQ—RQ05=o0 (b), 
tendrémos pues en lugar de las equaciones propuestas las dos equa- 
ciones (a) y Cb) del segundo grado con respecto á x, Si las repre- 
sentamos por : Sd 

nod+pr+qo0, 

nta+p/x+9/0; 
y efectuamos con estas lo que con las dos primitivas, se deducirán 
de ellas fácilmente dos equaciones del primer grado con respecto 4 
xw. Por último, deduciendo-de cada una de estas una expresion del 
valor de +, é igualando las dos expresiones, tendrémos la equacion 
final. Baste esta ligera idea de un método sumamente imperfecto, 
que no da luz alguna sobre la mutua conexion que entre sí tienen 
las varias equaciones fundamentales de un mismo problema, ni so- 
bre el modo de determinar la incógnita eliminada, luego que esté 
conocido el valor de la otra. 

3." Como por el método indicado ($. 243) sea muy penosa la 
determinacion del valor de w en la equacion 10% y, en la qual 
suponemos conocido el de y; podemos por el contrario suponer co- 
nocidos diferentes valores de Y, y determinar los correspondientes 
de y, á fin de que estos nos sirvan para resolver la giiestion inver- 
sa, segun vamos ú hacer ver. 

Demos á x= varios valores desde o,1 hasta 0,9; y fácilmente se 
ve que en habiendo determinado la y que corresponde á 0,1; 
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E, 
-Ó lo que es lo mismo, en habiendo hallado el valor de ro*?, todos 


los demas valores de y se determinan sin dificultad alguna; porque 
2 3 


102 Xc. son respectivamente la segunda, la tercera Sc, 
potencias de taz, 


Ahora bien, por medio de la extraccion de la raiz quadrada se 
1 e 1 
2 


sabe que 102=1010—8,162277660; 


y extrayendo de este último resultado la raiz quinta, sabrémos que 


T 


1010 —1,258925412. 
Del mismo modo extrayendo la raiz quadrada de los dos miem- 


bros de la última equacion, resulta 
$ 


-—— 


ES 1d 
Z90 10190 1,12 20184545 


1O 


y extrayendo de los miembros de esta la raiz quinta, tendrémos que 
1 
10190 — 1,023292992; 


y elevando á la segunda, á la tercera Sc. potencias los miembros de 
la última equacion, obtendrémos los valores de y correspondientes 
á los de w desde 0,01 hasta 0,09. 

Ya se dexa ver cómo podrémos determinar los valores de Y COr= 
respondientes 4-los de desde 0,001 hasta 0,009; desde 0,0001 
hasta 0,0009, y así sucesivamente. De este modo formarémos la ta- 
bla adjunta. 


TABLA. 
A == — 
Logaritmos. Números. é Logaritmos. Números. | : 
o,9 1 7,943282347 Y  0,00009 | 1,000207254 
, 8 | 6,309573445 Hi 8 | 1,000184224 
7 |'5,/011872336 Ñ 7 | 1,000161194 
6 | 3,981071706 $ 6 | 1000138165 |]. 
5 | 3162277660 [ 5 | 1,000115136. 
4 | 2,511886432 4 | 1,000092106 
3 1,9952062315 3 1,o0006go8o : 
2 | 1,584893193 2 | 1,000046053: 
1 | 1,258925412 | 1 | 1,000023026 
0,09 | 1,230268771' ] 0,000009 | 1,000020724 
8 | 1,202264435 [ 8 | 1,000018421 
7. | 1,174897555 | 7 | 1,000016118 ||: 
| 6 | 1,148153621 | 6 | 1,000013816 
5 | 1,122018454 5 | 1000011513 
4 | 11096478196 4 | 1000009210 ¡p. 
3 | 1,071519305 3 | .1,000006908 
2 |'1,047128548 2 1,000004605 
1 | 1,023292992 1 | 1,000002302 
0,009 | 1,020939484 | 0,0000009 | 1,000002072 || 
8 | 1,018591388 8 | 1,000001842 
7 | 1,016248694 7 | 1000001611 > 
6 | 1,043911386 6 | 1,000001381 | 
5 | 1,011579454 g | 1,000001151 
4 | 1,009252886 y 4 | 1,000000921 
3 | 1,006931669 3 | 1,00000069g0 ||: 
2 | 1,00461579%4 | 2 | 1,000000460 z 
I | 1,002305238 1 | 1,000000230 
0,0009 | 1,002074475 fo,oo000009 | 1,000000207 
8 | 1,001843766 8 | 1,000000184 
7 | 1,001013 109 7 | 1,000000161 | 
6 | 1,001382506 | 6 | 1,000000138 
5 | I,OOIISIQSÓ fi 5 | 1,000000115 
4 | 1,000921459 Y 4 | 1,000000092 ' 
| 3 | 1,000691015 [ 3 ¡ 1,000090069 
2 | 1,000460623 2 | 1,000000046 
| 1 | 1,000230285 1 | 1,000000023 
Nc 


1DY 
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Por medio de la tabla precedente se puede hallar el logaritmo 
de qualquier número, dividiendo primeramente este número por la 
mayor potencia de 10 que en él esté contenida, y efectuando la se. 
rie de operaciones que indicarémos en el exemplo siguiente: 

Propongámonos determinar el logaritmo que corresponde al nú» 
Mero 2549. 

Dividamos este número por 1000, que es la mayor potencia 
de 10 que en él está contenida, y tendrémos : 

2549 =10%x2,549; 
busquemos en la tabla.el número proximamente menor que 2,549; 
y verémos en ella que 

10%t— 2,51188643 2; 
dividamos por este número 4 2,549, y resultará que 

2,549 10% x 1,0147751775 
busquemos en la tabla el número próximamente menor QUE osos co. 
1,014775177, y en ella verémos que 
10% %= 1101301 1386; 

dividamos por este número £ 1,0147751773 y resultará que 


del órden que nos hayamos propuesto despreciar, 


Si, «por exemplo, nos hubiésemos Propuesto aproximar hasta las. 


milésimas el logaritmo que buscábamos: de 2549, No continuaría- 
mos mas las divisiones; porque las partes decimales que el último 
quociente 1,00085 1742 tiene ademas de la unidad, son de órde» 
nes mas elevados que las milésimas. Diríamos pues: 
2549 = 10% x 10% xx 199% € y 0 33,406, 

y dz consiguiente el logaritmo que buscábamos aproximado hasta 
las milésimas es 3,406; y si continuásemos las divisiones hasta siete 
hallaríamos que el logaritmo de 2549 aproximado hasta la diezmi- 
Monésimas es 3,406360. > 

Con mayor facilidad se determina por medio de la misma ta- 
bla el número que corresponde á un logaritmo dado. Sea este, por 
exemplo, 2,5475 y debiendo en esta suposicion ser el número que 
buscamos 
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Cro) FP Z( o Y RC 0) RAYA lo y, 

será por consiguiente el producto de estos quatro factores. Ahora 
bien : 

(10) = 100, 

(10) =3,162277660, 

Ñ (10) 1,096478 196, 

(10)? 1,016248694; 
segun puede verse en la tabla, Será pues 352,357 el número cor- 
respondiente al logaritmo propuesto 2,547. 

Con este mismo objeto de hallar los números correspondientes 
á los logaritmos que puedan dársenos, publicó el ingles Dodson una 
tabla semejante, bien que mucho mas extensa, 4 la qual tituló 4m- 
tilogarithmic-canon, 

En el Complemento del Algebra darémos varias fórmulas para re- 
solver con suma prontitud y facilidad los mismos dos problemas ge- 
nerales, 4 saber: 1.2 Dado un número, hallar el logaritmo que le 
corresponde en un sistema qualquiera. 2." Dado el logaritmo que en 
un sistema determinado corresponde á un número desconocido, hallar 
este número. 
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